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Einleitung. 


Will man die Ebene mit Quadraten lückenlos ausfüllen, so bedeutet 
das: man soll eine Zerlegung der Ebene in Quadrate aufsuchen, bei der 
jeder Punkt einem und nur einem Quadrat angehört, mit Ausnahme der- 
jenigen Punkte, die auf der Grenze zweier Quadrate liegen. Will man 
einen »n-dimensionalen Raum AR, lückenlos mit n-dimensionalen Quadern 
(der Verallgemeinerung von Quadraten im R,, ef. 5. 10) ausfüllen, so be- 
deutet das: man soll eine Zerlegung des R, in »-dimensionale Quadern 
aufsuchen, bei der es in beliebiger Nachbarschaft eines jeden Punktes 
Punkte gibt, die einem und nur einem Quader angehören. 

Will man eine derartige lückenlose Zerlegung der Ebene herstellen, 
so kann man die Ebene in Streifen von gleicher Breite zerschneiden und 
innerhalb dieser Streifen ein Quadrat nach dem andern abtrennen. Dann 
kann man die einzelnen Streifen mit ihren Quadrateinteilungen noch be- 
liebig hin- und herschieben. Wir 
legen nun die einzelnen Streifen so, 
daß jede Quadrateinteilung des vor- 
hergehenden Streifens gegen jede des 
folgenden um ein gleiches Stück ver- 
schoben wird (Figur 1). Dann bilden 
die Mittelpunkte der Quadrate ein 
parallelogrammatisches Netz. Die 
Eckpunkte eines solchen parallelogrammatischen Netzes bilden, wie man zu 
sagen pflegt, ein Gitter. Sie selbst heißen Gitterpunkte. Genau so können 
wir den Raum (»=3) in Schichten, die Schichten in Säulen und die 
Säulen in Würfel zerschneiden. Dabei wird dann in jeder Schicht jede 
Säule mit ihrer Würfelreihe gegen die Würfelreihe der vorhergehenden 
Säule um das gleiche Stück verschoben, und jede Schicht wird gegen die 
vorhergehende Schicht in der gleichen Richtung um ein gleiches Stück 
verschoben. Dann bilden die Mittelpunkte der Würfel die Eckpunkte 
eines parallelopipedischen Netzes, die man auch ein dreidimensionales 
Gitter nennt. Diese Anordnungen der Quadrate und Würfel sind die so- 
genannten „schichtenförmigen“. 


Fig. 1. 


ET 


H. Minkowski zeigt in seinen „Diophantischen Approximationen“') 
(Abschnitt II und III), daß es für die Ebene und den Raum keine andern 
lückenlosen Einteilungen in Quadrate und Würfel, deren Mittelpunkte ein 
Gitter bilden, gibt, als die eben beschriebenen „schichtenförmigen“. In 
seiner „Geometrie der Zahlen“?) (Kap. Il, 27 II und UI, S.65) hat Min- 
kowski ferner gezeigt, daß bei beliebigem n die lückenlose Einteilung 
des R, in n-dimensionale Quadern in Schichtenform immer möglich ist. 
In der vorliegenden Arbeit handelt es sich um die Untersuchung der 
Frage, ob auch für n>3 die schichtenförmige Anordnung die einzig mög- 
liche Einteilung des R, in gitterförmig angeordnete »n-dimensionale Qua- 
dern liefert, wie Minkowski in den Diophantischen Approximationen, 
Abschnitt II $ 4 vermutet hat. Es wird sich dabei herausstellen, daß 
dieser Satz jedenfalls bis n = 6 richtig ist, ohne daß es gelinst, für all- 
gemeines n seine Richtigkeit zu beweisen. 

$ 1 bringt zunächst einige Definitionen und Hilfsbetrachtungen aus 
der n-dimensionalen (feometrie, insbesondere über den Inhalt im R,. — 
Im 82 folgt dann die von H. Minkowski zuerst aufgestellte Äquivalenz 
des geometrischen Problems der lückenlosen Raumausfüllung durch Qua- 
dern, deren Mittelpunkte ein Gitter bilden, mit dem arithmetischen oben 
angeführten Satz, den er als den Satz vom „Minimum eines Formensystems“ 
bezeichnet. — $ 5 zeigt, daß die schichtenförmige Anordnung das arith- 
metische Problem löst. Und zwar wird es durch die Existenz einer Trans- 


formation 
v7 
= > 6, X 
1 


gelöst, in der die ganzzahligen X, die Gitterpunktkoordinaten liefern, und 
in der die Determinante der 6 in der Diagonalreihe lauter Größen 1 hat, 
während alle darunterstehenden 6 den Wert 0 haben. Sie heiße die 
dreieckige 6-.Determinante. — Nach einer notwendigen Einschaltung über 
die Topologie auf der Grenze der Quadern im $ 4 rechtfertigt $ 5 geo- 
metrisch die Bezeichnung „schichtenförmige Anordnung“ — Für einen 
Augenblick läßt $ 6 die Bedingung fallen, daß die Mittelpunkte der Qua- 
dern ein Gitter bilden sollen, und zeigt, daß sich immer nichigitterförmig: 
angeordnete, ja sogar nichtschichtenförmige lückenlose Quadereinteilungen 
angeben lassen. — $ 7 bringt noch einen Hilfssatz über die Beziehung 
der Lage zweier Gitterpunkte und zweier benachbarter Quaderecken. — 
Die folgenden Paragraphen weisen dann nach, daß man entweder auf die 
„dreieckige 6-Determinante“ oder auf einen sogenannten „unmöglichen“ 


1) Leipzig, Teubner 1907. 2) Leipzig, Teubner 1896. 
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Gitterpunkt geführt wird. Aus dem „unmöglichen“ Gitterpunkt würden 
sich zwei Quadern ergeben, die ineinander eindringen. — $ 8 zeigt, daß 
man bei beliebigem » stets Gitterpunkte mit einer 1 und mit keiner, 
einer, zwei und drei Nullen unter den Koordinaten finden kann. Es sind 
dies Gitterpunkte, die zur Erzeugung der „dreieckigen o-Determinante“ 
erforderlich sind. — $ 9 zeigt bei n=5 und n=6, daß es noch einen 
Gitterpunkt mit einer 1 und vier Nullen gibt. Man kann die Existenz 
dieses Punktes aber nicht mehr allgemein nachweisen, weil es nicht ge- 
lungen ist, bei der Addition und Subtraktion von Gitterpunktkoordinaten 
beliebig viele Koordinaten kleiner als 1 zu halten. Dies gelingt aber 
noch für eine weitere Koordinate (die sechste). — $ 10 benutzt diese 
Tatsache, um nachzuweisen, daß man auch noch bei n=6 einen Gitter- 
punkt mit einer 1 und fünf Nullen findet. — $ 11 faßt noch einmal kurz 
zusammen, daß man aus den gefundenen Gitterpunkten die dreieckige 
6-Determinante erzeugen kann, die zur Lösung des Problems notwendig 
und hinreichend ist. 


$ 1. Hilfsbetrachtungen aus der n-dimensionalen Geometrie. 


A. Affine Transformationen. 


Zunächst verständigen wir uns über einige affine Transformationen, 
damit wir in der Lage sind, unseren Betrachtungen stets das bequemste 
Koordinatensystem zugrunde zu legen. 

Zahlentheoretisch wird ein n-dimensionales Gitter dadurch definiert, 
daß n Variable &,, &,, *:- ©, alle ganzen Zahlen von —co bis +00 
durchlaufen. 

Geometrisch werden wir zu einem n-dimensionalen Gitter gelangen, 
wenn wir dieselben n Variabeln x&,, z,, ---: x, als beliebige, eventuell 
also auch schiefwinklige Parallelkoordinaten eines R, auffassen, wobei auch 
noch die Einheitsstrecken auf den x,-Achsen verschieden sein können, und 
die Punkte ganzzahliger x, Gitterpunkte nennen. Statt der x, können 
wir auch ein beliebiges anderes Parallelkoordinatensystem von n Variablen 
&, zur Festlegung der Punkte des A, wählen, das mit den x, durch die 
Transformation 


n 


(1) = D A,n %ı 
1 
verbunden ist. 


Wenn wir 
(2) X ps Irp 


setzen, wo die g,, alle ganzen Zahlen durchlaufen, dann stellt jede der 


k=1I,2, 2.1 N 
p=—» ee ee) 


Gleichungen (2) einen n — 1-dimensionalen Raum dar. Alle diese n — 1- 

dimensionalen Räume zerlegen den R, in lauter von parallelen » — 1- 

dimensionalen Räumen begrenzte Gebilde P, die Parallelotope!) (Verall- 

gemeinerung von Parallelogramm und Parallelepipedon) genannt werden. 
Ein Gleiches gilt dann von den » — 1-dimensionalen Räumen 


(8) ,— 9, wer. 
(wo die g,, alle ganzen Zahlen durchlaufen), die aus dem FR, Parallelo-. 
tope II ausschneiden. 

Wir wollen hier gleich die Benennungen für die in der Arbeit vor- 
kommenden »-dimensionalen Gebilde festlegen. Ein gerades rechtwink- 
liges Parallelotop, dessen Kanten verschiedene Länge haben, nennt Schoute 
a. a. OÖ. eine „Kiste“. Hat die Kiste Kanten von gleicher Länge, so nennt 
er sie ein „Maßpolytop“. Von den Maßpolytopen wird im folgenden fast 
ausschließlich die Rede sein, und deshalb wollen wir dafür den kürzeren 
Namen „Quader“ oraehen! 

Wir schränken jetzt unsere Transformation A) durch die Bedingung 


(4) | A| =] 

ein, d. h. die Determinante der Koeffizienten soll = 1 sein. Diese Be- 
dingung erwirkt uns den Vorteil, daß dann, wie des weiteren bewiesen 
werden soll, die beiden Sorten der oben eingeführten P- und II-Parallelo- 
tope inhaltsgleich sind. 


B. Gleichheit der P- und I/-Parallelotope. 


1) Vorbemerkung. Um überhaupt Inhalte zu vergleichen, müssen wir 
eine Festsetzung darüber treffen, welches Koordinatensystem rechtwinklig 
sein soll. Das hängt an und für sich ganz von unserer Auffassungsweise 
ab. Wir setzen nun fest, daß die &, rechtwinklige gleichseitige und die 
%, beliebige schiefwinklige Koordinaten sein sollen. 

2) Verallgemeinerung von Cavallieris Prinzip. Polytope (Ana- 
loga im R, zu Polygon und Polyeder in der Ebene und im Raum) von 
der Höhe h mit den n — 1-dimensionalen Querschnittpolytopen vom In- 
halt @(h/) sollen den Inhalt 


(5) I= (Gar 
r 


haben. Es wird also der Inhalt eines R, durch ein Integral über den 


1) cf. G. Veronese, Grundzüge der Geometrie, deutsch von A. Schepp, Leipzig, 
Teubner 1894 und Schoute, Mehrdimensionale Geometrie, S. 8. Bd. 34 u. 35. 


Inhalt eines R„_ı definiert. Haben alle Querschnitte G(h’) denselben 
Inhalt @, so ist der Inhalt des ganzen Polytops 

(6) J=G-h. 

Sind alle Querschnitte G(h’) kongruent und alle Kanten, die keinem der 
Querschnitte angehören, parallel, so nennt man das Polytop ein n-dimen- 
sionales Prisma. 

3) Simplexinhalt. Wir werden jetzt erstens beweisen, daß ein n- 
dimensionales Simplex (Verallgemeinerung von Dreieck, Tetraeder ... im 
R,) den Inhalt Grundsimplex (von n — 1 Dimensionen) mal Höhe durch 
n hat. Wir nehmen als Grundpolytop ein n — 1-dimensionales Simplex 
vom Inhalt @ und verbinden alle seine Punkte mit einem Punkte außer- 
halb des R,_-ı, in dem das Grundsimplex liest. Dadurch entsteht ein 
"n-dimensionales Simplex mit dem Grundsimplex @ und der Höhe . 
Legen wir zum Grundsimplex parallele Schnitte durch das n-dimensionale 
Simplex, so werden diese zum Grundsimplex ähnliche » — 1-dimensionale 
Simplexe aus dem »n-dimensionalen Simplex ausschneiden. Für ein in der 
Entfernung h’ vom Grundsimplex gelegenes ähnliches Schnittsimplex ergibt 
sich durch Methode der vollständigen Induktion der Inhalt 


(6a) IMEr Er. 


Den Inhalt J des n-dimensionalen Simplex erhalten wir nach (5), wenn 
wir alle diese Inhalte über h’ von 0 bis h integrieren. Es ist also 


(7) I = - [6 CF) Tar 
oder für h —W =6 


Ö T- - [6 We, 


wenn wir statt vom le zur Spitze in umgekehrter Richtung 
von der Spitze zum Grundsimplex integrieren. @ und h sind konstant; 
also wird 


G n—1i 6 eb Gh 
Ve a he 
Also 
Gh 


Der Inhalt eines n-dimensionalen Simplex ist gleich Grundsimplex mal 
Höhe durch n. 

4) Determinante der Eckpunktkoordinaten. Wenn dien +1 
Eckpunkte P,, P,,...,„ P,;, Pr +ı des n-dimensionalen Simplex in den $, 
die folgenden Koordinaten haben 


PR » 9, & Sn 

„ „ „ Ya} 
P3: 174 & & 

(n) (n) (r) (n) 
a ar a 

(+2) +1 +1 (r +1) 
Bars Sub oh ee 


dann haben wir zweitens den Satz zu beweisen, daß 


| 1» 2 & en 1 
ji ) 2 s) & a TE > & 1 
(11) D=10% = 
) n 
EEE NE 
rt +1 +1 n+1 
&, 3 3 5) 2 ah a a | 


ist. 
Dabei sollen die Punkte P,,...., P.+ı so liegen, daß nicht alle 
Unterdeterminanten einer Zeile von D verschwinden. Da dieser Satz für 
n= 2 und 3 aus der analytischen Geometrie bekannt ist, so nehmen wir 
an, er gelte für » — 1 Dimensionen, und beweisen, daß er dann auch für 
n Dimensionen gilt. 

Durch die » ersten Punkte P,,...., P, geht dann ein linearer R,_-ı 


(12) at t+t m t+-...:- +05, m+ı = 0 
hindurch. Zur Bestimmung der » Verhältnisse der a, dienen die » Gleichungen 


a a ee 
a ta tra +... +05 Fanzı=0 


(13) 
a + Er + Ge ea a +4a,,,=°. 
Fügen wir zu diesen die Gleichung (12) hinzu, so muß die Determinante 
a a 
| er Er Br \ { > \ EB il 
(14) A=|. — 0 
gi gm gm) gm) 1 
31 3 n 
5% &n 1 


sein. 


Entwickeln wir A nach der letzten Zeile und nennen die Unterdeter- 
minanten der letzten Zeile A,, A,, A, ..... A,, A, ,, so geht A über in 


(15) ER BENFEN DL BEAPAÄT 0: 


Das ist nur eine andere Schreibweise von (12). Die a, sind den A, pro- 
portional. 

Setzen wir nun in A die Koordinaten 8,®+» des Punktes P,;ı ein, 
der nicht ın demselben R„_-ı liegt, wie die übrigen Punkte, so wird A 


den Wert | 
EN Er Be 11 
| Er Er : j B - Er 1 
(16) . — )D 
SDR Fe A 
3 a eV +1) ne Ei +1) 1 | 
oder 


a) AH THE A+... +, +A,,, =D 


annehmen. 

Wir fällen nun von P„+ı auf den R„-ı der n übrigen Punkte das 
Lot (d.h. die Gerade durch P,+ı, die auf jeder Geraden des R,_-ı, die 
durch ihren Schnittpunkt mit dem R,„_. hindurchgeht, senkrecht steht), 


dessen Fußpunkt P, mit den Koordinaten Ei “ i Er Br A sei. 
Die Länge des Lotes ist dann nach den Formeln der n-dimensionalen 
Geometrie 


(18) Zee) 


Wir subtrahieren (15) von (17) und setzen in (15) für P(&,) den Punkt 
P(& ) ein. Dann wird 


AED)" -9)+....+ (9 -E)A,-D. 


- 


Da nun Satz (11) für »n — 1 Dimensionen bereits gelten soll, so ist die 


Unterdeterminante 
= >) Es = ’ 1 
A E u 1 

(20) A = . = (n—1)!J,, 
ER Ei Er 1 


wenn wir unter J, den Inhalt des Simplex verstehen, das durch | Projek- 
tion der n Punkte P,,....„P, auf den R,_, & =0 erhalten wird. Das 


Simplex (von » — 1 Dimensionen), das die » Punkte P,.... P, selbst 
bilden, habe den Inhalt J”. 

Dann ist 

(21) el cos), 


da wir J, und J’ in Elementarpolytope von gleichen Grundpolytopen zer- 
legen können, deren Höhen sich wie cos(&,d):1 verhalten. Ferner ist 


(22) ET EN lee. 


Wenn wir daher (20), (21), (22) undsanaloge Gleichungen für die übrigen 
Koordinaten in (19) einsetzen, so erhalten wir 


(23) d(n — 1)! J” cos?(&,d) + d(n— 1)! J’ cos?(E,d) 
+... + din —1)!cos?(E,d)=D. 


Die Summe der Kosinusquadrate ist infolge von Orthogonalitätsrelationen 
gleich 1. Es bleibt daher nur übrig Ä 


(24) in DIL—D 


dJ’ ist der Inhalt eines Prismas vom Grundsimplex J’ und der Höhe d. 
Das Simplex der n+1 Punkte P,, P,,.... P,, P,,, hat nach (10) den Inhalt 


(25) I 78. 
Infolge von (24) wird 

dn!J 
(26) eh 
oder (11) 

D=n!J. 


Damit ist die vorhin aufgestellte Formel bewiesen. 

5) Ein Simplex in spezieller Lage. Wir setzen jetzt für den 
Punkt P,.ı den Nullpunkt und für P% den Punkt a —-] fürrdın 
en —0 für K+k, wo die x, durch die Gleichungen = 


n 


(2) "E— Drum 


1 


mit den &, verbunden sind. Die Punkte P,.... P, haben dann ın den 
&, die Koordinaten 

GREER, ih dom 
en Te ( ie ) 


Dann geht die Determinante (16) über in 


Aı BE OR RE RA 

(28) ee Ei el 
D=- | =/4,|=1 

ee A A EL 

EN, Ver 


6) Gleichheit von Eckendeterminante und Parallelotopinhalt, 
Der Inhalt eines Simplex war 

| Gh 
(10) u= Ts 
wo @G der Inhalt eines » — 1-dimensionalen Simplex und h die in der 
n-ten Richtung gemessene Höhe war. Wir geben jetzt @ den Index n— 1 


und Ah den Index rn und schreiben 


T 
(29) 4p23 ea: 
Dann hat G,_, den Inhalt 
G ER G,, —_2 h, —1 
30 n—1 Not ? 
G, —5 h, z 
G,_, = 7 /Usw. 
= n— 2 
bis 
G,h, 
G, 2 2 ’ 
G=h.. 
Also ist : 
(31) | Te en n 
und nach (11) wird 
(32). DB hi. 


Das Produkt der Höhen h,,h,....h, ist aber nach (6) nichts anderes 
als der Inhalt eines Parallelotops, zudem jenes Simplex ergänzt werden 


kann. 


7) Schlußfolgerung: P-Parallelotop gleich II-Parallelotop. 
Wendet man dies auf das spezielle P-Parallelotop, das von den R,_,, 
%,=0 und &,=1 ausgeschnitten wird, und auf die zugehörige spezielle 
Eckendeterminante (28) an, so ist der Inhalt dieses Parallelotops = 1. 
Der Inhalt des Parallelotops IZ, das von den R,_, 5; =0 und&=+1 
begrenzt wird, ist gleichfalls = 1, weil die &, rechtwinklige Koordinaten 
waren. Also hat das Parallelotop IT denselben Inhalt, wie das Parallelo- 
top P. Ä | 


$ 2. Aquivalenz des geometrischen Problems 
| mit einem arithmetischen. 
1) Eichkörper. 

Wir legen im R, um den Nullpunkt einen Eichkörper. Das ist ein 
überall konvexer Körper, der den Nullpunkt zum Mittelpunkt hat. Wir 
vergrößern bzw. verkleinern diesen soweit, bis mindestens ein Gitterpunkt 
auf seine Grenze fällt, daß er aber außer dem Nullpunkt keinen weiteren 
Gitterpunkt im Innern enthält. Dabei werden alle seine Radienvektoren 
im Verhältnis 1: M verändert, und er geht in einen sogenannten M-Körper 
über. Wenn wir jetzt noch alle Radienvektoren um die Hälfte verkürzen, 


so erhalten wir einen sogenannten M_Körper. In genau der gleichen 
Weise konstruieren wir einen solchen um alle anderen Gitterpunkte. Dann 
werden alle diese > -Körper kein Gebiet des R, doppelt enthalten. 


In unserem speziellen Falle wählen wir als Eichkörper den Quader, 
der den Nullpunkt zum Mittelpunkte hat und von den R,_, 
a) il 
begrenzt wird. Der Inhalt dieses Eichquaders beträgt 2”. Wir verwan- 


deln den Eichquader in den M-Quader und in den = Quader und bringen 


in jedem Gitterpunkte einen solchen = -Quader an. Dann wird der Inhalt 


des T_Quaders (Sy? oder M”. Diese = _Quadern werden sich dann 


alle berühren, aber nirgends in einander eindringen. 


2) Inhalt des © -Quaders. 
Wir ordnen jedem Gitterpunkt erstens den um ihn beschriebenen 
= -Quader mit dem Inhalt M” zu, und zweitens das schiefwinklige Parallelo- 


top P’, in dessen Mitte er liegt, das durch Parallelverschiebung desjenigen 
Parallelotops entstanden ist, das von den R,_, mit den Gleichungen 


1 


begrenzt wird (cf. Minkowski, „Diophantische Approximationen“ Fig. 9). 
Die x, sind dabei durch die Gleichungen (1) des $ 1 | 
& TEE >: A;,%, 
1 
mit den Koordinaten &, verknüpft. Dies letztere Parallelotop P’ ist den 
Parallelotopen P des vorigen Paragraphen kongruent, hat also den Inhalt 1. 


Eee 


Nun wollen wir beweisen, daß die E -Quadern kleiner, höchstens gleich 
den Parallelotopen P sind. 

Wir wählen zu diesem Zwecke auf den » schiefwinkligen x, - Koordi- 
natenachsen mit dem Nullpunkt beginnend K aufeinanderfolgende Gitter- 
punkte aus. Diese vervollständigen wir zu einem Netz von K” Gitter- 
punkten und konstruieren um jedeıt das zugehörige P’-Parallelotop und den 


T_Quader. Die K” P’-Parallelotope füllen dann ein Gebiet vom Inhalt 


K” vollständig aus. Die K” _Quadern werden dieses Gebiet entweder 


völlig ausfüllen, oder sie werden Lücken zwischen sıch lassen, aber nirgends 
einen Gebietsteil doppelt überdecken. Außerdem aber werden sie noch 
über das Gebiet hinaus in ein Randgebiet B hineinragen. Wenn der 


= Quader das P’-Parallelotop überragt, so dringt er nach jeder Richtung 
%, hin höchstens in eine endliche Anzahl E von aneinandergereihten 
Schichten der P’-Parallelotope ein. Infolgedessen werden die K” "_Qua- 


dern ganz in das Innere eines von (X + 2 E)” Parallelotopen P’ bedeckten 
Gebietes hineinfallen, wobei die endliche Zahl der in allen » Richtungen 
hinzukommenden Schichten E für alle X dieselbe bleibt. Dann läßt sich 
über die Inhalte aussagen, daß 

(3) K"M"<(K+2E)-1 . 

ist. Diese Ungleichung gilt für alle X. Wir dividieren (3) durch X” und 


erhalten 
sh) 


(4) 
2E n\ (2E\? 
let 
Jetzt lassen wir X mehr und mehr wachsen, dann wird (4) für im X = © 


übergehen in 
GE am <ı. 


3) Bedingung für die lückenlose Ausfüllung. 


Der Eichquader wurde von den R,_, &;==1 begrenzt. Ebenso 
wird der M-Quader von den R,_, &;==*£M begrenzt. Nun war der M- 
Quader so definiert, daß mindestens ein Gitterpunkt auf seiner Grenze lag. 
Es liegt daher in einem der »n— 1 dimensionalen Grenzquader &,=M ein 
Gitterpunkt. Die andern Koordinaten dieses Gitterpunktes 8, für j+h 
sind alle < M. Es gibt sicher einen solchen Gitterpunkt, und es wird 
für ıhn 
(6) max()&gi) =: M ER TEN 

2 


Das heißt das Maximum der absoluten Beträge der Koordinaten minde- 
stens eines Gitterpunktes ist gleich M, und dieses Maximum wird auch 
von mindestens einer Koordinate bei diesem Gitterpunkt wirklich erreicht. 
Weil nun wegen (5) 


(©) | 
ist, so wird auch | 
(8) max (6) <1. 


Sollen nun die *-Quadern den R, lückenlos ausfüllen, so ist dazu 


notwendig, daß der Inhalt M” eines jeden der © -Quadern mit dem Inhalt 


der Parallelotope zwischen den Punkten mit ganzzahligen &,, also mit 1 
übereinstimmt. Es muß also 


(9) Me 

und, weil M eine reelle positive Zahl ist, auch 
(10) M=]1 

sein. 


Das heißt, wenn der R 


n 


mit s Quadern lückenlos ausgefüllt werden 


soll, so ist dazu notwendig, daß M=1 ist. 
Diese Bedingung M = 1 ist aber auch hinreichend dafür, daß der 


R, nit > -Quadern lückenlos ausgefüllt werde. 
Um das einzusehen, erinnern wir uns, daß nach der Definition von 


M jedenfalls kein »-dimensionales Gebiet des R, von den © -Quadern 


doppelt überdeckt wir. M=1 besagt, daß = -Quader und P’-Parallelo- 
top inhaltsgleich sind. Wird in einem Gitterpunkt das P’-Parallelotop 
und das = -Quader angebracht, so wird das = -Quader nach jeder der 


schiefwinkligen x- Richtungen hin höchstens in eine endliche Anzahl E 
von Schichten der P’-Parallelotope eindringen. Bei einem Parallelotop, 
das aus K” einzelnen P’-Parallelotopen besteht und den Inhalt X” hat, 


werden die zu den X” Gitterpunkten desselben gehörigen ”-Quadern nur 


in ein Randgebiet .D eindringen, das nach allen Richtungen hin höchstens 
eine Breite von E Schichten der P’-Parallelotope besitzt (wo E unabhängig 
von K ist). Sie liegen also ganz im Innern eines Parallelotops vom In- 


halt (X + 2E)". Wenn der R, von den =-Quadern nicht lückenlos aus- 


gefüllt würde, so müßten aus Symmetriegründen in jedem der P’-Parallelo- 
tope die gleichen Lücken vom Gesamtinhalt 7 (wo 7<<1 ist) enthalten 
sein. Im Parallelotop vom Inhalt X” würde daher ein Gebiet 7X” nicht 


ee 
ausgefüllt sein. Dieses Lückengebiet hätten höchstens die (X +2E)” 
7 _Quadern bedecken können, die ganz oder teilweise im Parallelotop 
vom Inhalt X” liegen. Nun bleibt das Lückengebiet aber frei. Es 
muß daher ein gleich großes Gebiet im Innern der (K + 2E)” -Quadern, 
aber außerhalb des Parallelotops vom Inhalt X” liegen. Die (K + 2E)” 
7 _Quadern ragen nun über das Parallelotop vom Inhalt X” hinüber, 


liegen aber ganz im Innern eines Parallelotops vom Inhalt (X +4E)”. 
Im Randraum dieser beiden Parallelotope muß also ein Gebiet von der 
Größe der Lücken Platz haben. Das heißt, es muß sein 


(11) TK"<(K+4E)"— K*. 
Wir dividieren durch X” und finden 

4E n\ [4 E\? 
12) Tgthet 


Dabei ist E konstant für alle X. Für lim X = oo wird die rechte 
Seite von (12) Null, und es folgt, daß 


(13) ee) 


ist, daß also nirgends eine Lücke im R, sein kann, wenn M =1 ist. 


4) Erfüllung der Bedingung M=1. 


Um zu ermitteln, wann M = 1 wird, erinnern wir uns, daß 
(14) M= max (|&,|)= F(G) 
eine Funktion der Koordinaten eines bestimmten Gitterpunktes @ war. 
Nun bilden wir diese Funktion 
(15) F(6) = max (|8,|) 
für alle Gitterpunkte mit Ausnahme des Nullpunktes,. Dann suchen wir 


für alle so erhaltenen Werte dieser Funktion das Minımum. Das Minimum 
von F(@) kann nicht >1 sein, weil 


(16) MnF(G)<M 
ist, und weil (7) M<1l 
sein muß. 


Wenn dieses Minimum nicht unter 1 herabsinkt, dann muß auch 
M = max(|$,|) = F(@) für unsern bestimmten Gitterpunkt > 1 sein. 
Nun ist aber nach (7) M <1. Also kann dann nur sein 


(17) M=1. 
Wenn nun der AR, lückenlos von © -Quadern ausgefüllt werden soll, 


so ist dazu notwendig und hinreichend, daß es für ganzzahlige x, ein 
2* 


Ne 
Wertsystem der &,, definiert durch ein Koeffizientenschema A,, der linearen 
Formen $ 1 (1) gibt, für welches | 

(18) MinF(G)=1 


wird. Dies ist das mit dem geometrischen äguivalente arithmetische Problem, 


$ 3. Die schichtenförmige Anordnung als Lösung des Problems. 
Diese Bedingung ($ 2 (18)) 
MnF(@)=1 
wird, wie nun gezeigt werden soll, sicher erfüllt bei einer Anordnung der 
Quadern, die wir „schichtenförmig‘“ nennen wollen und in diesem Para- 


graphen zunächst analytisch näher auseinandersetzen werden. 
Zunächst unterwerfen wir unsere Gitterpunkte einer Transformation 


(1) u Dean 
1 


wo die a,°-® ganze Zahlen und die Determinante der a,@-® gleich 1 ist, 
(2) ae] =1. 

Dann entsprechen ganzzahligen Werten der x, wieder ganzzahlige Werte 
der X,. Diese Transformation hat den Zweck, die Entfernungen zweier 
aufeinanderfolgender Gitterpunkte längs aller (schiefwinkligen) X-Achsen 
möglichst klein zu machen. Wir setzen jetzt die Transformationen ($1 (1)) 


und (83 (l)) 


n 


& = > 2: 


1 


N 
de e—1 
= > a,‘ X 
1 


zusammen und erhalten die Transformation 


N 


(3) = Dra,edX,. 


1 


Auch deren Determinante ist gleich 1, weil 
(4) lee li, la LT. 
Auch durch die Gleichungen (3) erhält man die Koordinaten &, aller 
Gitterpunkte, wenn die X, alle ganzen Zahlen durchlaufen. 

Wir wollen nun die Anordnung der Quadern dann schichtenförmig 
nennen, wenn die Transformation (3) die Gestalt hat: 


2 2 
EX tr NK +9 N, +dN 
1; 


= = N 4 0% A - 6, (r—1) X, 
(5) 
Em Ne 
wobei die Determinante der 6,” 
Balearen at 0 
(6) I Pe N ce 
=] 
ge ih 
BEN DR IRT 


wird. 

Außer im Nullpunkt, der von der Betrachtung ausgeschlossen wird, 
sind nicht alle X, gleichzeitig gleich 0. Nun wird das Minimum der 
Maxima der absoluten Beträge der &, in den x, gleich dem Minimum 
der Maxima der absoluten Beträge der &, in den X,. Dabei sind alle X, 
für die Gitterpunkte ganzzahlig. Daher gibt es nach (5) für jeden Gitter- 
punkt auch mindestens ein ganzzahliges &,. Im allgemeinen wird das &, 
sein, wenn nicht gerade X, —0 ist. Ist X,=0, so ist &,_, eine von 0 
verschiedene ganze Zahl, wenn nicht auch noch X,_,=0 ist. Ist aber 
auch noch X,_, = 0, so können wir fortfahren, bis wir an das X, mit 
höchstem Index e kommen, das nicht verschwindet. Da nicht alle X, = 0 
werden (weil wir den Nullpunkt ausgeschlossen haben), müssen wir immer 
auf ein solches X,—+0 stoßen. Es gibt daher sicher ein &,, das eine von 
0 verschiedene ganze Zahl ist. 

Der kleinste ganzzahlige Wert, den mindestens eins der &, annehmen 
kann, ist 1. Es muß daher für jeden Gitterpunkt (mit Ausnahme des 
Nullpunktes) mindestens eine &-Koordinate 1 oder größer sein. Es kann 
daher für keinen Gitterpunkt das Maximum der 8, unter 1 herabsinken. 
Folglich kann auch das Minimum der Maxima der |&,, nicht unter 1 
herabsinken. Es ist also die am Schluß des vorigen Paragraphen auf- 
gestellte Bedingung erfüllt, unter der M = 1 wurde, und unter der die 


7 -Quadern den A, lückenlos ausfüllten. 
Wir haben uns noch über die geometrische Anordnung der Gitter- 
punkte und der M_Quadern Rechenschaft zu geben, die die Bezeichnung 


„schichtenförmige Anordnung“ rechtfertigen soll. Vorher müssen wir aber 


einige Betrachtungen über die topologischen Beziehungen auf den Grenz- 
gebilden der Quadern einschalten. 


$S 4. Topologische Untersuchung der Grenzgebilde. 


Die »-dimensionalen Quadern werden von » — 1-dimensionalen Grenz- 


quadern begrenzt. Wenn die 7 -Quadern den R, lückenlos ausfüllen sollen, 
so ist zunächst klar, daß an jeden Grenzquader eines T-Quaders minde- 


stens ein anderes „-Quader mit einem seiner Grenzquadern anstoßen wird. 


Dabei werden die beiden Grenzquadern, die in demselben R,_, liegen, ein 
gewisses Gebiet dieses R,_, doppelt überdecken, so daß jeder Punkt dieses 
rn — l-dimensionalen Gebietes sowohl dem einen, als auch dem andern 
Grenzquader angehört. Diese gemeinsame Figur der beiden Grenzquadern 
wollen wir in diesem Paragraphen näher ins Auge fassen. 


Zwei —-Quadern, die in der eben beschriebenen Weise aneinanderstoßen, 


wollen wir benachbarte © -Quadern nennen. Wenn der Gitterpunkt © auf 


der Grenze des M-Quaders um den 


Nullpunkt OÖ lag, so werden die = 


Quadern um O0 und @ aneinander- 
stoßen. (Vergleiche Figur 2 für n—= 3.) 


Weil diese beiden © -Quadern durch 


Parallelverschiebung auseinander her- 
vorgegangen sind, so sind auch die 
Kanten der Greuzquadern, in denen 
sie aneinanderstoßen, parallel. Diese 
Grenzquadern sollen nun einen Teil 

Fig. 2. des R,_,, in dem sie liegen, gleich- 
zeitig bedecken. Sie müssen daher in- 

einander eindringen. Quadern mit parallelen Kanten können aber nur so 
ineinander eindringen, daß sie eine Kiste gemeinsam haben. Der Grenz- 


FEN 
\ 
\ 
4 / DK 
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M 3 
quader des > "Quaders um ( schneidet also aus dem Grenzquader des 


>"Quaders um O eine Kiste aus, und wir wollen sagen, er schnürt von 


ihm eine Zelle ab, welche die Form einer Kiste hat. Diese Zelle werde 
von der Verbindungsgeraden OQ im Punkte 7’ geschnitten. OQ schneidet 
nämlich die Zelle, die ganz einem linearen R,_, angehört, nur einmal, 
weil O und Q nicht in jenem R,_, liegen. Diese Gerade OQ schneidet 


Be 3 FR 
die Grenze des _Quaders um O0 zum zweiten Male (jenseits von O) im 
Punkte 7’. Dann ist OT = OT’, weil O der Mittelpunkt des = _Quaders 
ist. Ferner ist oT — OT’, weil der © -Quader um Q aus dem um 0) 


durch Parallelverschiebung hervorgegangen ist. Folglich ist OT = QT. 
Wenn wir also den ganzen R, in dem Punkte 7 spiegeln, so wird O in 


Q übergehen und der S -Quader um O0 in einen gleichgroßen Quader um 
Q. Jede Kante des TQuaders um O wird in eine parallele Kante über- 
gehen. Der gespiegelte Quader um Q wird daher mit dem > -Quader um 
O neben gleicher Größe auch gleiche Kantenrichtung haben. Daher wird 


er auch mit dem = -Quader um ©, der durch Parallelverschiebung des 
= -Quaders um O entstanden ist, gleiche Größe und Kantenrichtung haben. 


Er ist also identisch mit dem = -Quader um ©. Außerdem führt die 


Spiegelung in 7’ den gemeinsamen R der beiden aneinanderstoßenden 


n—1 


s ‘ . M » 
Grenzquadern in sich selbst und den Grenzquader des einen 5 "Quaders in 


den anstoßenden Grenzquader des andern —-Quaders über. Die beiden 


Grenzquadern gemeinsame Zelle wird daher in sich übergeführt. Der 
Punkt T ist daher der Mittelpunkt dieser Zelle. Nun muß aber der ganze 


Grenzquader des  -Quaders um O von solchen Zellen ausgefüllt werden, 
da sonst zwischen den benachbarten = -Quadern Lücken entstehen würden. 


Jede dieser Zellen wird erzeugt durch einen benachbarter ” -Quader, 


dessen Mittelpunkt Gitterpunkt ist. Jede Verbindungslinie des Nullpunktes 
mit einem dieser Gitterpunkte schneidet die ihm entsprechende Zelle in 
ihrem Mittelpunkt 7, und 7‘, halbiert die Strecke vom Nullpunkt zum 
Gitterpunkt. Gehen wir nun umgekehrt von einem Mittelpunkt einer 
Zelle T, aus und verlängern O7, um sich selbst, so werden wir jedesmal 


zu einem Gitterpunkt geführt. Denken wir uns beim Übergang vom 
M ; Ä Rn 
> -Quader zum M-Quader den Grenzquader mitsamt seiner Zelleinteilung 


mit auf die Grenze des M-Quaders erweitert, so erhalten wir hier eine 
Zelleinteilung des Grenzquaders des M-Quaders um OÖ, wo in der Mitte 
einer jeden Zelle ein Gitterpunkt liegt. Es müssen also die Gitterpunkte 
auf jedem Grenzquader des M-Quaders so angeordnet sein, daß sie zu 
einer vollständigen Einteilung dieses Grenzquaders in u Veranlassung 
geben, deren Mittelpunkte sie sind. 


Wenn nun ein Grenzquader in ein anderes eindringt, so ist das auf 
zweierlei Arten möglich. Entweder enthält das eine Grenzquader eine 
Ecke des andern in seinem Innern, oder es liegen mehrere Eckpunkte des 
einen auf dem Grenzgebiete des andern. 

Um den letzten Fall näher zu charakterisieren, setzen wir zunächst 
fest, daß wir „zwei in einer bestimmten Richtung benachbarte Ecken“ zwei 
solche Eckpunkte nennen wollen, deren Koordinaten (wenn der Mittel- 
punkt der Nullpunkt ist) alle die gleichen sind, mit Ausnahme der Koor- 
dinaten in dieser einen Richtung, die sich nur durch das Vorzeichen unter- 
scheiden, also + M und — M sind. Zwei benachbarte Eckpunkte eines 
n — 1-dimensionalen Grenzquaders können nicht gleichzeitig in das Innere 
eines andern eindringen, sondern sie liegen auf dem Rande in zwei gegen- 
überliegenden R,_,. Es kann auch vorkommen, daß vier, acht oder all- 
gemein 2#X Ecken!) (K=1,2,----,n— 1) des einen Grenzquaders auf 
gegenüberliegende Randgebiete des andern fallen. 

Wenn wir alle Resultate dieses Paragraphen noch einmal kurz re- 
kapitulieren, so ergibt sich, daß in der Mitte der abgeschnittenen Zellen 
auf dem Grenzquader des M-Qua- 
ders jedesmal ein Gitterpunkt liegt, 
und daß umgekehrt jeder Gitter- 
punkt auf dem Grenzquader Ver- 
anlassung zu einer Zelle gibt. Letz- 
terer entspricht dann eine Zelle auf 


dem Grenzquader des = Quaders, 


die von dem Grenzquader des be- 


M 2 
nachbarten —-Quaders ausgeschnit- 


ten wird. Jede Zelle absorbiert 
mindestens einen Eckpunkt des 
SS Grenzquaders?). Sie kann aber 
Fig. auch 2 oder 4 oder allgemein 2# 
Ecken gleichzeitig fortnehmen, wo 

K von O0 bis »n— 1 läuft. Da der R, lückenlos ausgefüllt werden soll, 


\ 


DRS 
ee 


1) Diese 2* Ecken haben Koordinaten, deren Vorzeichen alle gleich sind, bis 
auf K Koordinaten, die dann 2* Vorzeichenkombinationen durchlaufen können. 

2) Abkürzend werden wir auch den Ausdruck gebrauchen: „Ein Gitterpunkt 
absorbiert eine Ecke,‘ womit gesagt sein soll, die den Gitterpunkt umgebende Zelle 
auf dem Grenzquader des M-Quaders absorbiert den Eckpunkt. Steht ein Gitter- 
punkt und ein Eckpunkt in dieser Beziehung, so haben die Koordinaten beider 
gleiche Vorzeichen. (Koordinaten, die 0 sind, können dabei nach Belieben positiv 
oder negativ gerechnet werden.) 


muß hierbei jede Ecke des Grenzquaders von einer Zelle fortgenommen 
werden, und diese Zellen müssen alle aneinanderstoßen. Figur 3 zeigt für 
n = 4, wie bei einem dreidimensionalen Grenzwürfel eine Zelle eine, zwei, 
vier oder acht Ecken gleichzeitig fortnehmen kann. 


$ 5. Geometrische Begründung der Bezeichnung 
„sehichtenförmige Anordnung“. 


Wir kehren nun zu der am Schluß von $ 3 gestellten Aufgabe zurück, 
die geometrische Anordnung der Quadern bei der sogenannten schichten- 
förmigen Anordnung näher zu untersuchen. Diese Untersuchung sollte 
den Namen schichtenförmige Anordnung rechtfertigen. Wir greifen zu- 
nächst den Gitterpunkt (er heiße $,) heraus, der durch folgendes Wert- 
system der X bestimmt wir. X, =1, %,=0---.-X,=0. Nach $3 
(5) hat dieser Punkt im R, die Koordinaten 5 =1,,=0,-:..,&,=0. 
Dieser Gitterpunkt S, liegt im Mittelpunkt des Grenzquaders im R,_, 
&=1. Er gibt daher zu einer Zelle Veranlassung, die den ganzen Grenz- 
quader einnimmt, alle 2”! Ecken desselben fortnimmt und keiner weiteren 
Zelle und keinem weiteren Gitterpunkt Platz übrig läßt. Gehen wir zu 


den = -Quadern über, so bedecken sich die beiden Grenzquadern der bei- 


den in der Richtung &, benachbarten _Quadern vollständig. Diese voll- 
ständige Überdeckung wiederholt sich, wenn wir längs der &,-Richtung 


weitergehen, da die T-Quadern dann nur parallel in dieser Richtung ver- 
schoben werden. Das heißt, die = -Quadern sind in der &,-Richtung säulen- 
förmig angeordnet. Dabei fällt die &,-Achse des rechtwinkligen &-Koor- 
dinatensystems mit der X,-Achse eines schiefwinkligen X-Koordinaten- 
systems zusammen. 

Nun nehmen wir einen Gitterpunkt S,, der durch die Werte X, =0, 
%=-1X%,=0,:.:,X,=0 bestimmt wird. Seine Koordinaten im R, 
werden dan , = 6,,,—1, ,=0,---,„&,—0. Außer den Gitterpunkten 
der X-Achse (des schiefwinkligen Koordinatensystems der X), die mit der 
&,-Achse (des rechtwinkligen Koordinatensystems der 8) zusammenfällt, 
liegt dann noch der Gitterpunkt S, in der &, &,-Ebene. Die drei Punkte 
0, 5,, 5; bestimmen ein ganzes zweidimensionales Gitter in der &, &,-Ebene, 
weil die Koordinaten &,,----,&, der drei dies Gitter erzeugenden Punkte 


sämtlich O sind. Es ordnen sich daher die > -Quadern parallel der &,&,- Ebene 


in parallelen Schichten an, da die übrigen Gitterpunkte des » — 1 dimen- 
sionalen Gitters durch Parallelverschiebung des zweidimensionalen Gitters 
der &,&,-Ebene erzeugt werden können. 


Wir nehmen nun einen Gitterpunkt S,, der durch die Werte X, =(, 
%=0, %,=1,X,=0,:.:-,X,—0 bestimmt wird. Dieser hat in den 
&£.die Koordinaten , = 0,, 8 =, ,&, = 1,8, = 0, 5, 0 ze 
liegen die 4 Punkte O, $,, &, 8, in dem 8,8,8,-R,, weil die Koordi- 
naten &,,::::,$, dieser vier Punkte sämtlich O sind. Weiter bestimmen 
sie in diesem R, ein dreidimensionales Gitter. Das ganze Gitter des R, 
erhalten wir durch Parallelverschiebung dieses dreidimensionalen Gitters. 


Die n Quadern ordnen sich daher parallel zum &,&8&,-R, in parallelen 
Packungen an. So können wir fortfahren, bis wir finden, daß sich die 
ei -Quadern in Überpackungen anordnen, die einem zur Richtung &, ortho- 


sonalen R,_, parallel sind. 


8 6. Nichtschichtenförmige Quadereinteilungen. 


Bis jetzt haben wir (im $ 3) nachgewiesen, daß die schichtenförmige 
Lagerung der Quadern das Problem löst, den R, mit Quadern lückenlos 
auszufüllen, derart, daß die Mittelpunkte der Quadern ein Gitter bilden. 
Wir haben noch nicht nachgewiesen, daß diese Lösung die einzige ist. 
Davon sollen die späteren Paragraphen handeln. Dieser Paragraph soll. 
sich dagegen vorübergehend mit der Frage der lückenlosen Quadereintei- 
lungen beschäftigen, wenn wir die Voraussetzung der gitterförmig an- 
geordneten Mittelpunkte fallen lassen. | | 

Arithmetisch bedeutet das, daß die Größen x, der Gleichungen $ 1 (1) 


n 


IT 
8, = Sr 


1 


ihren ganzzahligen Cherakter verlieren. Damit verliert auch der zahlen- 
theoretische Satz, den Minkowski in den „Diophantischen Approxima- 
tionen“ a. a. OÖ. in den Vordergrund gerückt hat, seine Geltung, daß näm- 
lich bei der lückenlosen Raumausfüllung mit Quadern eine der Gleichungen 
s1ı (1) mit ganzzahligen &,, A,, und 8, existieren muß. Dürfte man 
voraussetzen, daß es keine lückenlose Quadereinteilungen gäbe, deren Mittel- 
punkte nicht Gitterpunkte wären, so könnte man vielleicht den Satz, daß 
diese Quadern dann schichtenförmig gelagert sein müssen, durch einen 
Schluß von » auf n + 1 beweisen. | 

Diese Voraussetzung kann man aber leider nicht machen, denn es 
gibt schiehtenförmige und nichtschichtenförmige lückenlose Quadereintei- 
lungen, deren Mittelpunkte kein Gitter bilden. In der Ebene erhalten. wir 
eine solche schichtenförmige nichtgitterförmige Einteilung bereits, wenn 
wir die Quadrate einer Reihe längs dieser Reihe verschieben. Im Raume 


können wir sogar eine nichtschichtenförmige, nichtgitterförmige Würfelein- 
teilung sehr leicht in folgender Weise herstellen. &,, &,, &; seien die Raum- 
koordinaten. Dann möge die Ebene &,—=0 aus den Würfeln die Figur 4 
ausschneiden. Die Würfel sind in 
dieser Schicht parallel der &,-Rich- 
tung aneinandergereiht. Jede Reihe 
ist gegen die vorhergehende um 
eine halbe Würfelkantenlänge ver- 
schoben. Darauf wird eine zweite 
Würfelschicht gepackt, in der die 
Würfel in Reihen parallel zur &,- 
Richtung aneinandergereiht sind. 
Auch hier ist jede Reihe gegen 
die vorhergehende um die Länge 
einer halben Würfelkante verscho- 
ben, Figur 5. Wenn wir beide 
Schichten aufeinanderlegen, so fallen 
die schraffierten Würfel genau übereinander. Nun können wir beliebig 
viele solche Schichten abwechselnd übereinanderpacken und die schraffierten 
aufeinanderfallenden Würfel alle 
in der Richtung &, verschieben. 
Dann ist die Würfeleinteilung 
lückenlos. Die Mittelpunkte aber 
bilden kein Gitter, denn man kann 
die Mittelpunkte derjenigen Würfel- 
reihen, aus denen keine schraffier- 
ten Würfel herausgeschoben sind, 
so zu sich selbst parallel verschie- 
ben, daß ein Mittelpunkt in den 
Mittelpunkt eines schraffierten 
Würfels fällt, ohne daß die andern 
Würfelmittelpunkte der Reihe alle Fig. 5. 

in die Mittelpunkte von Würfeln 

fallen, was der Fall sein müßte, wenn die Mittelpunkte ein Gitter 
bildeten. 


S 7. Nachbarsatz. 


Wir werden in diesem Paragraphen die Lage zweier Gitterpunkte 
näher ins Auge fassen, deren zugehörige Zellen zwei benachbarte Eck- 
punkte eines Grenzquaders fortnehmen. Wir betrachten den M-Quader, 
dessen Mittelpunkt der Nullpunkt ist. Der R,_, &,=1 begrenzt den 


M-Quader in einem Grenzquader. Wir wählen uns zwei in der &,-Rich- 
tung benachbarte Ecken desselben aus, z. B. die Ecken 


Beeren 
und el, ,3-+1, 5 -H+l 
Dann werden entweder beide Ecken von einem einzigen Gitterpunkt ab- 
sorbiert (cf. $ 4 Anm.), oder die erste Ecke vom Gitterpunkt «, wo 

Ga hl Oea, „1. 


@=3,...,n-1) 


(=2,..:,n-1) 


und die zweite vom Gitterpunkt ß, wo 

— Bd, hr, p,=1 ist. 
Dann stellen wir die Behauptung auf: In der Richtung a beträgt die 
Koordinatendifferenz der Punkte « und B immer 1, 
(1) KR aST ß, —=1. 
Wir können nämlich durch Addition oder Subtraktion der einzelnen Koor- 
dinaten stets zu den Koordinaten neuer Gitterpunkte gelangen. Die Sub- 
traktion 

=}; 

liefert einen Gitterpunkt y. [Geometrisch bedeutet diese Subtraktion wegen 


,- = — 0 
eine Parallelverschiebung der Strecke B«, so daß ß in den Nullpunkt 
und « in den neuen Gitterpunkt y» fällt.] 7 hat dann folgende Koordi- 
naten 
0<y1<2, 9#<1, Be 
(=23,::.,n-) 

y, kann nicht negativ sein, weil «, und — ß, beide positiv sind. y, kann 
nicht kleiner als 1 sein, weil sonst alle Koordinaten von y kleiner als 1 
wären. y läge dann ganz im Innern des M-Quaders. Der M-Quader 
sollte aber außer dem Nullpunkt keinen Gitterpunkt im Innern enthalten. 

Wir betrachten den Gitterpunkt ö im Grenzquader in dem R,_, 
& = 1, der diejenige Ecke „absorbiert“, deren Koordinaten bis auf y,, 
dessen Vorzeichen (nach $ 4 Anm.) beliebig gerechnet wird, dieselben 
Vorzeichen haben, wie p, bis y,_,, eine Ecke, wie man sie bei Pe... 
y leicht finden kann. Die Koordinaten von ö haben (nach $ 4 Anm.) 
dieselben Vorzeichen, wie die Koordinaten der Ecke, also auch wie die 
des Gitterpunktes „. Wenn nun y zwischen 1 und 2 liegt, so ergibt die 
Differenz 
er 
für , wieder lauter Werte, die alle dem Betrage nach kleiner als 1 sind. 
(Die obere Grenze ist hierbei für die Koordinaten von « und ß, folglich 


auch für y auszuschließen. Sie wird nur erreicht, wenn einer der Gitter- 
punkte auf die » — 2-dimensionalen Grenzgebilde der Grenzquader fällt. 
Diese Gitterpunkte tragen aber nichts zur Absorption der Ecken der 
Grenzquader bei und können infolgedessen garnicht in die Betrach- 
tung hineinkommen.) & läge also ganz im Innern des M-Quaders, wenn 
Y— I =:&<]1 wäre Das tut aber nur der Nullpunkt. Es muß 2 —=0O und 
y,=0,=1 sein. Es folgt also, daß die Differenz a, — ß, = yı bei zwei 
Gitterpunkten, die zwei in der Richtung &, benachbarte Eckpunkte absor- 
bieren, stets gleich 1 sein muß. Wir nennen diesen Satz, der im folgenden 
fortwährend verwendet wird, den Nachbarsatz. 


$ 8. Existenz der Gitterpunkte S,, S2_-ı, Sn_—.2 und S._s. 
1) Ziel. 

Unsere weitere Aufgabe soll darin bestehen, zu untersuchen, ob die 
schiehtenförmige Anordnung der Quadern die einzige lückenlose ist, bei der 
die Mittelpunkte der Quadern ein Gitter bilden. Im $5 haben wir ge- 
sehen, daß die schichtenförmige Anordnung äquivalent mit der Existenz 
von » Gitterpunkten S,, 83, - - - -, 8, ist.) Unsere Aufgabe wird daher ge- 
löst werden, wenn wir untersuchen, ob wir bei der Voraussetzung der 
gitterförmig gelagerten Mittelpunkte und der Lückenlosigkeit immer zu 
dem Schema der Punkte $,, S,....,S, gelangen, oder nicht. Wenn wir 
bei dieser Untersuchung statt zu einem der Punkte des Schemas $,,....,S, 
zu einem Gitterpunkt gelangen, dessen Koordinaten alle <1 und nicht 
alle O sind, so würde dieser im Innern des M-Quaders um O liegen. Das 
tut aber kein Gitterpunkt (außer dem Nullpunkt) nach $ 2 (10). Wir 
nennen daher einen solchen Gitterpunkt einen „unmöglichen“ Gitterpunkt. 
Wenn wir auf ihn geführt werden, so gibt es bei der Quadereinteilung 
n-dimensionale Gebiete, die doppelt erfüllt sind. Wir können also ohne 
weiteres mit dem Fall, der uns gerade beschäftigte, abbrechen. 


2) Der Punkt $,. 


Einen Punkt S, gibt es zunächst immer, weil es nach $4 für jeden 
Wert von j j=]1,....,n) mindestens einen Gitterpunkt gibt, dessen 
Koordinate &,—=1 ist, während die übrigen &, (ij) alle kleiner als 
1 sind. 

3) Auffindung eines Punktes $9,_,- 

Es seien & und «’ zwei Gitterpunkte, die im Grenzquader im R,_, 
„= 1 liegen und in der Richtung &, benachbarte Ecken „absorbieren“. 
Ihre Koordinaten sind dann 


1) Die Determinante der Koordinaten der S,, S,, - . . ., S, lieferte die sogenannte 
„dreieckige o- Determinante“ mit 1 in der Diagonalreihe und lauter Nullen darunter. $3 (6). 


a) Sn 


er VEUTSEE, o=1 
rl tlg VER | 
@=23,:--,02—1) 5 
Dann ist $ mit den Koordinaten $,=«a,—«, (h=1,....,n) ein neuer 
Gitterpunkt. Dessen Koordinaten haben nach dem Nachbarsatz folgende 
Werte 
Bis I&I<1, P„—=0. 

Wenn die beiden Ecken, die von « und «’ „absorbiert“ werden sollten, 
nur von einem einzigen Gitterpunkt «& „absorbiert“ worden wären, so wäre 
=, Ve | 
(=2,.--„n-D 
gewesen und «’ wäre auf die Grenze des Grenzquaders gerückt, fiele also 
aus der Betrachtung heraus (cf. $7 5.29). In beiden Fällen existiert ein 
Gitterpunkt S,_, (ef. $ 5), unter dessen Koordinaten sich eine 1 und eine 
O befinden, während die übrigen Koordinaten alle kleiner als 1 sind. Da- 
bei sind die Richtungen &, und &, willkürlich. Es ist aber nicht mehr 
willkürlich, in welcher der beiden Richtungen wir die Koordinate 1 und 

in welcher die OÖ haben. 


4) Auffindung eines Punktes S 


n—2° 

Wir wollen den eben gefundenen Punkt S,_, in jedem Falle 8 nennen 
und die Bezeichnungsweise der Koordinaten so einrichten, daß sie mit 
den obigen Koordinaten von ß übereinstimmt, daß aber die Vorzeichen 
der ß, alle positiv sind. 

Wir wählen jetzt zwei Gitterpunkte ß und 8” im selben Grenzquader 
wie ß, deren zugehörige Ecken folgende Eigenschaften haben sollen: 
erstens sollen sie zu den Ecken, die ß „absorbiert“, in der Richtung $&, 
benachbart sein; zweitens sollen sie untereinander in der Richtung &, be- 
nachbart sein. Dann sind folgendes die Koordinaten 


von ß 1.000, -+|ß I» P; —+|ß I» 0 
von Dr fr = IB |; Beta PB Er 
von ß ii Bi = — |; Bi =+|ß; ’ Ph 
| G=3,...,„,n—i) 
Es sind auch » und y’ mit den Koordinaten | 
= — Br und = PB, R=4h m) 
zwei Gitterpunkte. Die Werte dieser Koordinaten sind 
für y ee ae ee 
für y 0, 1, a +lnl==B 


(wo 9 =7, =1 aus dem Nachbarsatz folgt). 
Ein weiterer Gitterpunkt ist d mit den Koordinaten 


re 


I, = - Hehh: , 
Um die Werte der d, zu bestimmen, fassen wir 6, und ö, als Differenzen 
Bee y, und 9 — 7, 6, und d, dagegen als Differenzen ß,/ — ß,; und 
8. — Pr auf. Dann werden die Ken 
von Ö 0, 0), .d,, <<}; 1 
(infolge des Nachbarsatzes). 

Diese Betrachtung hätte sich nicht durchführen lassen, erstens wenn 
bereits ß, = 0 gewesen wäre, zweitens wenn ß, = (0 gewesen wäre, woraus 
aber gefolgt wäre, daß schon Y die Koordinaten 

1 =d, al, 1<1, 0 
gehabt hätte. 

In allen Fällen gibt es also einen Gitterpunkt S,_,, unter dessen Koor- 
dinaten sich eine Eins und zwei Nullen befinden. Dabei können wir die drei 
Richtungen, in denen es eine Eins und zwei Nullen gibt, willkürlich heraus- 
greifen. Es ist aber nicht mehr willkürlich, in welcher dieser drei Rich- 
tungen die 1 steht. 


5) Auffindung eines Gitterpunktes S,_;5- 


Wir bezeichnen den eben gefundenen Gitterpunkt S,_, mit Ö und 
denken uns, daß die Koordinatenbezeichnung im $-System so gewählt seı, 
daß 

oh; (= 0, 00, Del 
=3,:--,n-1) 
ist. Ö „absorbiert“ dann (mindestens) vier Ecken des Grenzquaders im R,_, 
&£,=1. Wir suchen die zu diesen vier Ecken in der Richtung &, benach- 
barten Ecken auf. Diese werden, von höchstens 4 Gitterpunkten 0’, 6”, 
6”, 6”” absorbiert, die folgende Koordinaten haben: 


d, =+[$, I, Ö, rt 105" I» d, = —|d, l» 6, =+6, I, 1 
0” 0, = — |6,” P d, =+|d," ’ d, Ta I» 6, = +6; I» 1 
07 I = Du & d, 077 Id," I» 05 u — |d5 E ’ Pa = 0% zit 
Be de dell, er, 
(G=4:-.,n-) 


Wir bilden zunächst die Koordinaten 
& ar Ö, Ar Ö/ &, er 6, — 0 Ei Er Ö, -6,, Ei x Ö, er die 


h? 

von vier Gitterpunkten &’, €, &”, rn nr sind die Werte dieser Koordinaten 
4 L£ [4 [4 [4 4 

von € = |=-6, ’ 15 =-% ’ 1, &; <1, 0 
di „ „ „ RE = 

ee anlirnt dr ae, 0 
‚” N ’ 

von & 3. Der | DEE 08 — EA ae Os : 1, &; „ = N 0) 
„m [Aida 220 m m vr 

2 ee a 1, IR Se 0. 


Re 
Wir bilden jetzt weiter aus den Differenzen der & die Koordinaten 
neuer Gitterpunkte € und &”. Und zwar sollen 
= Eu 2, a &, 3 (d, Rs Ö, ) Er (Ö, = Ö, ur d, ge} Ö, 
und ee - 5, =) - 5-5) 0, 0, Mes 
die Koordinaten von € und €” sein. 
Dabei denken wir uns & und &” aus den Differenzen der &, die 


übrigen Koordinaten aus den Differenzen der ö gebildet. Dann sind die 
Werte der Koordinaten 


von & —1, Kerle 0, Beat 0 
and won Ex: Co = Sl, +1, Deren ea 0 
WA): 


Jetzt bilden wir uns die Koordinaten | 
erento) - (= 


eines Gitterpunktes £. 

Wir denken uns die 8, (i=4,----,n—1) aus den Differenzen 0,” —6;”, 
& 5 8, & und &, aus den Summen 8, + &, hervorgegangen. Dann finden 
wir für die Werte der Koordinaten 

von 0<|5|<2, D2<|&|<2 0 022 u 
G=4...,n—-D. 

Die beiden Größen &, und &, wollen wir noch genauer abschätzen. 
Es können nicht beide ihrem Betrage nach kleiner als 1 sein, weil dann 
alle Koordinaten &,<1 wären. & wäre also ein „unmöglicher“ Gitterpunkt 
(can 20) 

Ist eine der beiden Größen &, oder &, ihrem Betrage nach größer, 
die andere kleiner als 1, so können wir die Koordinaten eines Hilfsgitter- 
punktes abziehen, die eine 1 an der Stelle aufweisen, wo die entsprechende 
Koordinate von & größer als 1 ist, und die sonst dieselben Vorzeichen 
haben, wie die Koordinaten von & Die Vorzeichen, die bei & 0 waren, 
sind beim Hilfsgitterpunkt beliebig, Ein derartiger Gitterpunkt muß 
immer existieren, weil eine Ecke existiert, deren Koordinaten die gleichen 
Vorzeichen haben. Und diese Ecke muß immer von einem Gitterpunkt 
in dem betreffenden Grenzquader absorbiert werden (cf. $ 4). Durch Ab- 
ziehen der Koordinaten dieses Hilfsgitterpunktes erreichen wir die Koor- 
dinaten eines neuen Gitterpunktes, die alle kleiner als 1 und nicht alle O 
sind. Der neue Gitterpunkt ist also ein „unmöglicher“ (cf. S. 29.) 

Sind beide Größen &, und &, ihrem Betrage nach größer als 1, so 
ist wegen 

er tund I ET 2 
Ion er) 
und —2<$& =&+&"<-1 


RN 
ferner wegen | 
er Krunda le ie 2 
0<g = -G"<l 
und 1< 5 = eh =, 2: 


Es sind also die Koordinaten 


von €: — 1, +85, 0, IE CL, 0 

von €: — 871, +1, 0, ee 0 

von &: Fee) Tale 0, Bi, 0. 
@=4,.''.:,n—1) 


Wir nehmen einen Hilfspunkt A mit den Koordinaten 

md, + Rz, = |, |, h;, EA, 
(h, und h, haben beliebiges Vorzeichen, die h, haben dieselben Vorzeichen 
wie die 8,). 

Diese Koordinaten ziehen wir von den Koordinaten von & ab und 
erhalten die Koordinaten eines neuen Gitterpunktes . Dann sind alle 
Koordinaten von 7’ <1 bis auf die zweite. Diese, h,, kann <1, >1 
oder =1 sein. 

Ist hy) <1, so ist W ein „unmöglicher“ Gitterpunkt. 

Ist h, > 1, so können wir die Koordinaten eines neuen Gitterpunktes 
h” abziehen, der unter der zweiten Koordinate 7,” eine 1 hat und sonst 
Koordinaten mit denselben Vorzeichen wie die Koordinaten von h’. Diese 
Subtraktion führt auf einen „unmöglichen“ Gitterpunkt. 

Ist aber h, =1, so könnte die Subtraktion der Koordinaten von h” 
nur auf den Nullpunkt führen. In diesem Falle wäre ,=&,. Wir 
könnten dann dieselbe Betrachtung, die eben auf &, angewandt worden ist, 
auch auf &, anwenden. Es würde ebenso folgen, daß wir auf unmögliche 
Gitterpunkte geführt werden, wenn nicht ein Gitterpunkt %k existierte, 
dessen A, =— |&,” | ist, und dessen Koordinaten %k, dieselben Vorzeichen 
wie die Koordinaten £&, haben. 

Es sind nun die Koordinaten 


von h: = 1; + KESÄN: ha, h;, h, 
und von k: — |& |, +1, ke;, ;, Ku 
=4-..,n—1) 
wo die ha, -,h, und k,,:----,%k, in bezug auf jede Koordinatenrichtung die- 


selben Vorzeichen haben. 
Nun können wir die Differenz der Koordinaten der Punkte h und %k 
bilden und erhalten die Koordinaten eines Gitterpunktes 
,=h,—k,, (j=1,::.,n) 


die alle kleiner als 1 sind. Der Punkt 7 ist daher ein „unmöglicher“ 
3 


N 


Gitterpunkt. Nur dann ist er nicht „unmöglich“, wenn /, oder l, gleich 
1 wird, also h, bzw. k, gleich O und damit auch & oder &,” gleich O ist. 

Dann haben € oder €" unter ihren Koordinaten eine 1 und 3 Nullen, 
liefern also einen Gitterpunkt 8,_3- 

Es ist wohl möglich, daß von &, und &, der eine Wert 1, der andere 
größer als 1 ist, aber trotzdem folgt immer, daß &,” oder &’ gleich O ist. 

Ferner sind noch folgende Möglichkeiten in Erwägung zu ziehen. Es 
können die vier von den Gitterpunkten 6’, 6”, 6”, 0°” absorbierten Ecken 
nur von einem einzigen Gitterpunkt 0® „absorbiert“ werden. Dann exi- 
stiert ein Gitterpunkt &® mit den Koordinaten &” = d,— 6°, unter denen 
sich eine 1 und drei Nullen befinden. Endlich ist es noch möglich, daß 
die von Ö’ absorbierte Ecke mit der von ö” oder 0”” absorbierten Ecke 
nur von einem einzigen Gitterpunkt absorbiert wird. Dann fällt & mit 
€” oder €” zusammen, und & oder &” wird der Nullpunkt. Alsdann neh- 
men wir & statt eg und können genau so schließen wie vorhin. Fällt 
aber & z.B. mit &” und gleichzeitig &” mit 8” zusammen, so ergibt die 
Differenz der Koordinaten dieser beiden Punkte die Koordinaten des Gitter- 
punktes & von der gewünschten Eigenschaft, daß sich unter ihnen eine Eins 
und 3 Nullen befinden. Wir werden also immer auf einen Punkt von der 
Art S,_; geführt. Wieder können wir die 4 Koordinaten, unter denen 
eine Eins und drei Nullen stehen, willkürlich herausgreifen, dann ist es aber 
nicht mehr willkürlich, unter welcher der vier Koordinaten die Eins steht. 


$9 Der Punkt S._ı fürn=5 unin=6. 
1) Ziel. 

Wir wollen darauf hinaus, nachzuweisen, daß es bei der Voraus- 
setzung der lückenlosen Raumausfüllung mit Quadern, deren Mittelpunkte 
ein Gitter bilden, stets einen Punkt $,_, gibt, unter dessen Koordinaten 
sich eine Eins und 4 Nullen befinden. Wir beweisen diesen Satz für n=5 
und n—= 6, indem wir nachweisen, daß wir entweder einen Punkt S,_, 
oder einen Gitterpunkt, dessen Koordinaten alle kleiner als 1 und nicht 
alle O sind, also einen unmöglichen Gitterpunkt finden. 


2) n- und #-Gitterpunkte. 
Wir beschränken uns im weiteren auf 6 Koordinaten 
& 69, Ey, & 5 &6 
Für einen Gitterpunkt $,_, oder & seien diese 
(1) 0, Ö, 0, a en: Er 5, 1 ” 
Wenn £, oder £&, schon 0 wären, so hätten wir bereits einen Punkt $,_, 
gefunden. Sie seien also zunächst beide =# 0, 


(6) 


Wir suchen alle zu & in der Richtung &, benachbarten Gitterpunkte 
n auf. Bei diesen ist n, negativ, n, positiv, 7, = 1, und die drei ersten 
Koordinaten besitzen alle möglichen Vorzeichenkombinationen, so daß es 
im ganzen höchstens 8 n-Gitterpunkte gibt, deren Koordinaten mit 


(2) Em |; £|m |; £|ns |; lt + 95 |» 1 
bezeichnet werden können. 

Wir ziehen die Koordinaten der »-Gitterpunkte von den Koordinaten 
von & ab und erhalten die Koordinaten von neuen Gitterpunkten 9, bei 
denen also | 
(3) u 9 ana N ee 
ist. Das gibt zunächst höchstens 8 #-Gitterpunkte. Die Koordinaten 
der #-Gitterpunkte sind dann 
(#) Be m, I ee lte EN 1, 9, 0. 
Die 8 Werte #, sind nach dem Nachbarsatz = 1, die 8 Werte 9, = 0. Die 
9, können positives oder negatives Vorzeichen haben. Wenn wir nur 
5 Koordinaten haben, so setzen wir in unsern Entwicklungen einfach alle 
£,-Koordinaten gleich 0 und berücksichtigen diese nicht weiter.') 


3) Ausschaltung der Punkte h* und h**. 

Bei 6 Koordinaten ist es dagegen möglich, daß einige der 9, positiv, 
die andern negativ sind. Es sei z.B. für einen der #-Punkte 9, positiv, 
die Koordinaten von ® also z.B. 

(5) Re 9, Dalai 19 |, Ira 19; |, RT Hr 19; |, 0. 
Dann konstruieren wir (vorausgesetzt, daß es möglich ist) zwei Hilfs- 
gitterpunkte h* und h**, die zu ® in der Richtung &, und unter einander 
in der Richtung &, benachbart sind. Ihre Koordinaten sind 

hı" —=+|hr® |, he“ =+ hs” |, Rs® —=+Ih* |, 1 et =—|A* |, e* —=H he* | 


+ hi, Rt—+ ht, At ht, 1, it |, |. 


Dann gibt der Nachbarsatz für die Koordinaten 

(7) F—N"=k, (=1,2,::-,6) 

eines Gitterpunktes % 

(Ta) al<i, I|l<1, ki<1, EU RN KR 

Subtrahieren wir die Koordinaten des Gitterpunktes k von den Koordi- 

naten des Gitterpunktes &, so werden die Differenzen k,— &,, die wieder 

die Koordinaten eines Gitterpunktes sind, alle kleiner als 1. Sie müssen 

also notwendig alle O0 sein. Daraus folgt weiter, daß auch &, und £, Null 
1) Die 5 Koordinaten sind dann &,, &,, &, &4, &s- Es wird &, und nicht $, aus- 

geschaltet, damit die Entwicklungen für » —= 5 mit denen für n = 6 in Einklang 


bleiben. 
3 * 


sein müssen. & ist also bereits ein Punkt der Art S,_, und daher auch 
gleichzeitig ein Punkt der Art S,_, mit einer Eins und 4 Nullen. 

Sollen aber, wie wir angenommen haben, &, und &, = OÖ sein, so 
müssen h* und h** in einen einzigen Gitterpunkt h zusammenfallen'), 
denn dann läßt sich die obige Überlegung nicht anstellen. Es sind dann 
die Koordinaten von 


(8) ,=+/h|, ,=-+ih, =+|h,|, 1 =—|h|, 0. 


4) Folgerung: 9, =. 

Dieselbe Überlegung läßt sich für alle übrigen Vorzeichenkombina- 
tionen der drei ersten Koordinaten anstellen. Es existiert daher zu jedem 
#-Punkt ein h-Punkt (der noch möglicherweise mit ihm zusammenfallen 
kann). Die h-Punkte haben nun genau dieselben Bigenschaften wie die 
#-Gitterpunkte. Wir wollen daher im folgenden unter &-Gitterpunkten 
allgemein alle Punkte verstehen, die an vierter Stelle eine 1 und an sechster 
eine 0) haben. 

Bei »a=5 fällt die &,-Koordinate nach unserer Annahme heraus. 
Es erschöpfen dann selbstverständlich auch die #-Punkte alle Vorzeichen- 
kombinationen der drei ersten Koordinaten. 

Bei » = 6 treten die Richtungen &, und &, vollkommen gleichberech- 
tigt auf. Wir wiederholen die Überlegungen, nachdem wir &, mit &, ver- 
tauscht haben, und finden, daß es #-Punkte und Ah’-Punkte mit denselben 
Eigenschaften der alten 9-Punkte gibt, die an fünfter Stelle eine Eins und 
an sechster Stelle eine Null haben. Wir werden auch alle Gitterpunkte 
mit diesen Eigenschaften #-Punkte nennen. 

Weil die #-Punkte und 9-Punkte sämtliche Vorzeichenkombinationen 
von je 4 Richtungen erschöpfen, so gibt es höchstens 16 9- Gitterpunkte 
und 16 9-Gitterpunkte. 

Da es keine weiteren Punkte gibt, die an vierter oder fünfter Stelle 
eine Eins haben, so folgt der Satz: 


1) „Zusammenfallen“ von zwei Gitterpunkten bedeutet: Die beiden Gitterpunkte 
absorbierten ursprünglich benachbarte Ecken. Jetzt werden diese benachbarten Ecken 
nur von einem einzigen Gitterpunkt absorbiert. Bei dem „Zusammenfallen‘“ nähern 
sich die Gitterpunkte nicht kontinuierlich, sondern wenn man einen kontinuierlichen 
Übergang macht, so erkennt man, daß ein Gitterpunkt den andern (benachbarten) 
aus seinem Gebiete hinaustreibt. Die Zelle des verjagten Gitterpunktes wird immer 
schmäler, die des treibenden größer. Schließlich maßt sich der treibende Gitterpunkt 
außer seinen eigenen Eigenschaften alle Eigenschaften des vertriebenen an. Er muß 
also an der Stelle, wo sich unter seinen Koordinaten ein bestimmtes Vorzeichen be- 
fand, unter denen des vertriebenen Nachbarpunktes aber das entgegengesetzte, jetzt 
beide Vorzeichen haben. Das geht aber nur, wenn diese Koordinate 0 wird. 


Wenn es einen Gitterpunkt 0, 0, 0, &,, &, 1 gibt, so hat jeder Gilter- 
punkt, der an vierter oder fünfter Stelle eine Eins hat, an der sechsten eine Null. 


5) Auffindung von 9, =. 


Nach $ 8 (4) existiert ein Gitterpunkt x, unter dessen drei ersten 
Koordinaten sich eine Eins und 2 Nullen befinden. Es seien z. B. die Koor- 
dinaten von & 


(9) 1,0, 06, u=+l|#) %—=t|# |, K=Ht|%|- 
Wir bilden nun für irgendzwei in der Richtung 8, benachbarte #- 


Gitterpunkte die Koordinatendifferenzen. Diese liefern die Koordinaten 
eines neuen Gitterpunktes A 


(10) a AR A U ER 
Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt, daß ein Gitterpunkt existiert, 
dessen 9, =0 ist. Ein zu ihm in der Richtung &, benachbarter existiert 
dann sicher. Gibt es keinen solchen #-Gitterpunkt, für den 9, #0, 
dann ist für alle 9-Gitterpunkte 9, =0. Es ist damit schon erfüllt, was 
wir hier unter 5) beweisen wollen, daß nämlich mindestens für einen #- 
Gitterpunkt 9, —=O ist. 

Würde nun 4, positiv sein, so könnten wir, wenn wir die Koordi- 
natendifferenzen 

— h=% 
bilden, schließen, daß der Gitterpunkt «° der Nullpunkt sein müßte, 
weil alle 
| <1 

sein müßten. Den gleichen Schluß könnten wir machen, wenn 2n=5 wäre, 
also die &,-Koordinate garnicht vorkäme. Es muß dann, wenn x’ der 
Nullpunkt wäre, auch 4, =(0, A,=( sein. A wäre also ein Gitterpunkt 
der Art S,_,- 

Andernfalls ist A, negativ. Dann hat der Gitterpunkt #’ die Koor- 
dinaten 

0, %, 4, % 1 %; 
da # und A dann in der Richtung &, benachbart sind. Nach dem Satz 
am Ende von 4) ist aber #, =0, weil #’ ein 9'-Gitterpunkt ist. Folg- 
lich ist auch (wegen 4, = 0) 
Ks Ht+hk=n =. 

Die Koordinaten von x sind dann 
(12) 1 a 2 


9 


0. 


Nun gelingt es, einen #-Gitterpunkt aufzufinden, dessen Koordinaten &, 


DB 


und &, so gewählt sind, daß die Differenzen x, ®, alle kleiner, höch- 
stens gleich 1 werden. Sie können nicht alle O werden, weil 


el) DB ralsora ne) 


ist. Also müssen entweder |x, —4,| oder |#,— A, gleich 1 sein, wenn 
%,— 4, nicht die Koordinaten eines unmöglichen Gitterpunktes sein sollen. 
Weil ferner «, und ®, gleich 1 ist, so müssen x, oder ®, gleich Ö sein. 
Ist x, = 0, so ist x ein Gitterpunkt der Art S,_,- 


6) Bezeichnung. 


Es bleibt also nur noch der Fall zu berücksichtigen, daß 9, =O ist. 
Dieser $-Gitterpunkt habe (so denken wir uns die Bezeichnung der Koor- 
dinaten gewählt) folgende Koordinaten 


(13) en 
Wir führen jetzt für die einzelnen #-Gitterpunkte besondere Namen ein. 


Um diese Bezeichnung übersichtlich zu gestalten, geben wir den Vorzeichen- 
kombinationen der ersten drei Koordinaten &,, &,, &, folgende Namen 


ern, 
re 
a a 
— Fu +:ı2d 
ER, ee m 
I RN Be 
an 
_— --:h 


Nun wollen wir im folgenden uns nur auf die ® beschränken, deren 9, 
positiv bzw. O ist. Wir deuten die Vorzeichenkombinationen der drei 
ersten Koordinaten durch einen oberen Index!) an, bezeichnen also die 
9 mit 99, 909, 909, ...., 9%. Fallen mehrere #-Gitterpunkte in einen ein- 
zigen zusammen, so schreiben wir dafür IH, 9, ...., 99) ,... usw. Der 
unter (13) ausgezeichnete 9-Gitterpunkt ist demnach 9. 


7) Der Vierecksatz. 


Wenn wir mehrere Gitterpunkte haben, deren Koordinaten alle die 
gleichen Vorzeichen haben bis auf zwei, so können diese beiden Koordi- 
natenvorzeichen vier Kombinationen durchlaufen. Es gibt also höchstens 
4 Gitterpunkte, die dieser herausgegriffenen Gruppe angehören. Diese 


dd vn 


seien #, #”, #”, #”” mit den Koordinaten 


1) Die unteren Indizes bezeichnen die einzelnen Koordinaten. 


a 35 Dar ’ Ky =+ Ka ® ae ie 2: , 1 
174 [24 [43 | ’ [ „ [74 | 
K -=+|%, I; BEN Naalaıs De De 1 
(15) m | vr v m | v ER. vr 1 
A ee ’ K = % |; K; =+|% ’ 
7244 vv m | Ah [2273 Kuh sr\ 
Tas | 1 ’ Da a SET Lu re ar i ’ I, 
G=3, 0 43R-D1) 


Wir sehen fürs erste davon ab, daß x,’ oder x, gleich 0 werden können. 

Dann behauptet der „Vierecksatz“: Eine der beiden Differenzen 
% — % Oder 4 — % ist steis — 0. 

Zum Beweise bilden wir die Koordinaten x, — x)” = u, des Gitter- 
punktes u, dessen Koordinaten alle kleiner als 1 sind bis auf die beiden 
ersten, deren Werte u, und u, ihrem Betrage nach zwischen 0 und 2 
liegen. 

a) u, und u, können nicht beide < 1 sein (unmöglicher Gitterpunkt). 

b) von u, und u, kann nicht das eine >1, das andere <1 sein, 
sonst ließe sich das erstere durch Subtraktion der Koordinaten eines Hilfs- 
gitterpunktes unter 1 herabdrücken, ohne daß die andern Koordinaten 
ihrem Betrage nach 1 übersteigen. 

c) u, und u, können nicht beide >1 sein, sonst lieferte uns die 


Koordinatendifferenz 


7 m ’ 
K, 2 %, Zu u h 


die Koordinaten eines unmöglichen Gitterpunktes w', dessen Koordinaten 
alle kleiner als 1 sind. Denn es ist 


DE re A| und ebenso Kl 

a >] ER 
U EA Ye 4 )=2 (arte) ee (fa ars 2 
a | e Hy u ul 
m a Kar te 3] 


d) Es muß also entweder u, oder u, gleich 1 sein. Das besagt wegen 
Ka =-lbw. —n —=1, daß 1’ —% =0 bzw u —% =0 
ist. Ebenso muß auch (infolge des Nachbarsatzes) „”— x, =0 bzw. 
HK —% —=( sein. 

Der Vierecksatz lautet also, wie wir jetzt bewiesen haben: 
Eine der beiden Differenzen #,'— x," oder x, — x, ist stets = 0. 

Sind von den 4 Punkten x’, x”, x”, x”” zwei zusammengefallen, 
z.B. x” und x””, so folgt schon aus zweimaliger Anwendung des Nachbar- 
satzes, daB x, — x, =0 ist. Fällt «’ mit «” jetzt auch noch zusam- 
men, so wird ,=0 und %"”=0, also auch %,— x,” gleich 0. Der 


Vierecksatz behält also seine Gültigkeit. 


1) Der Vierecksatz gilt für beliebiges n. 


Be 


8) Triviale Fälle. 
Wir müssen zunächst einige ganz triviale Fälle einschalten. Es ist 
nämlich möglich, daß 9@® aus (13) (8.38) noch weitere der Vorzeichen- 


kombinationen @....h in sich faßt. 

a) Es sei z.B. 

a) de ed ea << 
Dann ist dieses ® bereits ein Gitterpunkt S,_,. 

b) Ebenso führt die Annahme, daß unter den drei ersten Koordinaten 
von ® zwei O sind, auf einen Punkt S,_,- 

Es seien z. B. die Koordinaten 
(18) von 990,0, +9...) Lee 
Dann suchen wir die $-Gitterpunkte mit negativem 9, (und positivem 
9,) auf. 

Entweder es gibt nur einen Gitterpunkt 9°”) mit den Koordinaten 
(18a) 90,2 
Dann liefert die Differenz 

9,(@ead) _ 9,Wehf) = 4,(acad, behf) 
die Koordinaten 
(19) 0.0 ed 
eines Gitterpunktes der Art S,_,. 

Oder es gibt mehrere 9-Gitterpunkte mit negativem 9,. Dann haben 
diese 9, infolge des Nachbarsatzes alle denselben Wert. Ihre Differenzen 
ergeben also 0. Nach dem Vierecksatz gibt es zwei dieser #-Gitterpunkte 
(mit negativem 9, und positivem ®,), die in einer der Richtungen &, oder 
£, die Koordinatendifferenz O0 haben, in der andern infolge des Nachbar- 
satzes 1. Die Koordinatendifferenz dieser beiden Gitterpunkte liefert da- 
her die Koordinaten eines Gitterpunktes S,_,- 


9) Die Nachbarpunkte von #9. 

Es bleibt nur noch der Fall zu erledigen, daB 9® die Koordinaten 
(13) 0 er, Don 
hat, wo 9,9 und 9,@® ungleich O sind. Wir wenden jetzt den Viereck- 
satz auf die zu 9°® benachbarten Gitterpunkte an. Es sind 9% und 99 
zu 9@® in der Richtung &, und 9% und 8% zu 9@® in der Rich- 
tung &, benachbart. Wir bilden die Differenzen 8,9 — 9,9 = 4,69 und 
990 —-9N=A®%N. Dabei wird | 
(19 a) 1,60) — 9,9 ZR 9,9 rn (9,9 ck 9,9) In (9,9 ie 9,9) -1—-1-=0 
und 
(19b) 1,9 = 9,0 — 8,0 = (8,0 — 9,09) — (9,0 — 3,69) =1—-1-=0, 


weil 99 zu 99 und 9% in der Richtung &, und zu 9% und 9% in der 
Richtung &, benachbart ist. Es werden daher die Koordinaten von 4% 
(20) I, |262|=0, [1@0|<1, 0, 1462| <1,,0 

und von A% N) 

202) 1 42 <1, [292-0 0, (A92ı<1L 0. 

Ist 1,69—=0 oder ,®N9=0, so wäre 4% oder A®M) ein Punkt der 
Art S,.,. 

Es muß 4,®2—=0 sein, wenn 9, — 9, und 9,7) — 9,9 beide 
gleichzeitig + 0 sind. Das folgt aus dem Vierecksatz, wenn man ihn auf 
He, 90, 99, 99 einerseits und IN, HN, 9, 9% andrerseits anwendet. 
Dann muß nämlich 9,9 — 9, und 9,@®9 — 9,9% gleich 0, also auch 
N — 9,0 = 4,N) = sein. 

Sind 9,9 — 9,9% und 9,9 — 9,9 beide gleichzeitig 0, so ist natür- 
lich 9,0 — 9,0 = 1, =. 

Ebenso muß 4,69 —=0 sein, wenn 9,9 — 9, und 9,9 — 9,0 
beide gleichzeitig + 0 sind. 

Sind 9,9 — 9, und 9,9 — 9, beide gleich 0, so ist natürlich 
9,0 8,0 = 1,000. 

Fallen 9% und 9% in 99) zusammen, so ist entweder 9,9 — 9, = 0. 
Dann ist wegen 99 —=0, H=0 und 9,9 — 9,09 = 1, 44°) mit 
den Koordinaten 

ee) = de) — HN 
ein Gitterpunkt der Art S,_.- 

Oder es ist 9,9 — 9,9 +0. Dann ist 9,9 — 9,1 = 4,N = 0 (in- 
folge von zweimaliger Anwendung des Vierecksatzes auf 99, HU, 9%, 
99 und 99, He, HN, 9%), wenn HN und 9% nicht zusammen- 
gefallen sind. Fallen aber auch noch 9% und 9) zusammen in 9°N, 
so wird 9,9 — 9,0N = 4,%N—= 0. Ferner ist 9,9 = 0, 9,9=0 und 
9, — IN = 4,4 N— 1. 4@%?N) wird also ein Gitterpunkt der Art 8,_.. 

Es bleibt also noch übrig, daß die Koordinaten von #9 


(13) 0, ee rer, 0 

sind, und daß von den &,-Koordinaten von 9% und 9%, von 9,9% und 
9,9, die eine gleich 9,@® ist, die andere aber nicht. Es sei z. B. 
9, = 9,9, 9,9 + 9,9. Dann sind die Koordinaten von 9 

a) HR, el, +10, 1, +00], 0 


9,9 — ae —1, 9,9 + 9,09) 
und von 9% 


(21a) 2 KAZ » L: 1939|, 47 199 |, Ir ar 19,9, 0 
9,9 = 9,09 —1, 9,9 2, RI? 


Ebenso muß von 9,®% und 9, die eine Größe gleich 9,@®, die andere 
ungleich 9,@9 sein. Infolge des Vierecksatzes muß dann 9,9 = 9,9 
und 9,9 + 9,@® sein. Es sind die Koordinaten von 9 
#89, +99), 180), 1, +90), 0 

® 9,0 = 9,09), 9,0 = 9,09 — 1 
und von 9% 
e) 180, +80, |), 1, +), 0 

IN + De 9,0) = 9,09 le 


10) Die Punkte 9% und 9. | 

Wenn 9% nicht mit 99 zusammengefallen ist, so können wir den 
Vierecksatz auf a, c, e, b anwenden und finden, daß wegen 9,(@ + 9,9 
(ef. 21)) 9,9 — 9,9 = 0 wird. 99 kann also nicht mit 9% zusammen- 
fallen. 

Wenden wir den Vierecksatz auf g, c, e, h an, so finden wir, daß 
nach (21) 9,9 + 9,9, 9,0 = 9,9, folglich 9,9 + 9,@ ist, daß daher 
9,9 —-9,9=0 ist. 99 kann also nicht mit 9% zusammenfallen. 

Die Koordinaten des Gitterpunktes A%®9 mit den Koordinaten 4,69 — 
9,9 — 9,9 sind nach dem vorigen 

9,0 OA 
Also ist 4€9 ein Gitterpunkt der Art S,_,. Das gleiche gilt für den 
Gitterpunkt 4%» mit den Koordinaten 4,49 = 9,N — 9,M. 


11) Drei ausgezeichnete 4-Punkte. 

Es bleiben schließlich nur noch die Fälle unerledigt, in denen 9% 
mit 99 und 9% mit 9% zusammenfallen, wir also die #-Gitterpunkte 
en, ge, HU», 99 und 9% haben. 

Wir bilden die Differenzen 

9,0 — 900 — 4,0 au) 
(23) 0 N = RN 

BIETEN. 
Diese Differenzen sind die Koordinaten von 3 Gitterpunkten 2% «9, 1&AN), 
ı%®9, Die Werte dieser Koordinaten sind dann 


für 499) 
(24) zb | 1,00) ls Ö, A 1, 0, | 1,0 a | = L 0, 
für 4% A) 
(24a) er 1 “ie | Ay» 2 » Ö, 0, | A, = I; 0, 
für. A%29 


(24b) 0, +1, A OL 


ar a 1A 


Die O0 unter den drei ersten Koordinaten folgt bei allen 3 Punkten 
aus sinngemäßer Anwendung des Vierecksatzes. Dabei müssen immer die 
in den drei ersten Kolonnen untereinanderstehenden Koordinaten das gleiche 
Vorzeichen haben. Wenn nämlich #,® ein bestimmtes Vorzeichen hat, 
so wird das eine Mal O0 subtrahiert, um die Größe A in der Kolonne zu 
erhalten. Das ändert das Vorzeichen von 9,” nicht. Das zweite Mal 
wird eine Zahl, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner als 1 ist, von 
9,® subtrahiert (bzw. addiert). Dabei wird der absolute Betrag 1 erreicht. 
Das Vorzeichen dieser 1 muß also das gleiche sein, wie das von 9), 
sonst wäre die addierte bzw. subtrahierte Zahl ihrem Betrage nach >1. 

Wir können die Koordinatenbezeichnung so gewählt denken, daß alle 
Größen der drei ersten Kolonnen, die nicht O sind, positiv werden. Ferner 
führen wir noch eine kürzere Bezeichnungsweise ein und nennen die drei 
Punkte AM ed, RN, 00, a, 1a, ıW. Die Koordinaten dieser drei 
Punkte sind dann 

nF A ie» 1,9, LDaAR: 0, 1,9, 0 
(25) für AM: Ya Da AP), 0, 1,0, 0 
für A: A Me. 5 0, AN, 0. 


12) Nur 5 Koordinaten. 


Haben wir nur 5 Koordinaten (n=5), so fällt die &,-Koordinate 
aus (25) heraus. Dann bilden wir 


(26) ae) LAD — am, 
Die Koordinaten dieses Gitterpunktes werden 
(27) 1-49, 1+2,9, 1,9) — 1, 0, 0. 


Nur die &,-Koordinate ist größer als 1, alle andern sind kleiner. Durch 
Subtraktion eines Hilfsgitterpunktes, der an der zweiten Stelle eine 1 als 
Koordinate hat, kann man 1 + A,‘® unter 1 herabdrücken, ohne daß die 
übrigen Koordinaten 1 erreichen. Damit erhalten wir aber einen unmög- 
lichen Gitterpunkt. Wir vermeiden diesen Widerspruch nur, wenn wir 
annehmen, daß eine der Größen A,®, 4,9, 4,” von vornherein O ist. 
Dann ist aber der zugehörige A-Punkt ein Gitterpunkt der Art $,_.. 


13) 6 Koordinaten. Abschätzung der A,- Werte. 
Ist n= 6, so können wir fast genau dieselbe Überlegung machen. 
Wenn wir aber 
A) de A,'P) — A, 
bilden, so könnte auch diese Größe 1 erreichen und 1 übersteigen. Da 
nun die drei Gitterpunkte A, 1, Am völlig gleichberechtigt sind, so 
setzt das Verfahren (26) nur voraus, daß die Koordinaten von irgendzwei 


Gitterpunkten addiert werden sollen, und daß die Koordinaten des dritten 
Gitterpunktes dann subtrahiert werden. Die Freiheit in der Wahl 
der zu subtrahierenden Gitterpunktkoordinaten können wir benutzen, um 
2,9 + 4, — 4, unter 1 herabzudrücken. Die Vorzeichen der Größen 4, 
können alle 3 gleich sein, oder zwei können gleich, das dritte entgegen- 
gesetzt sein. Weil wir auch die Wahl haben, in welcher Richtung wir 
die &,-Koordinate positiv rechnen wollen, so können wir alle Vorzeichen- 
kombinationen der A,-Koordinaten auf die beiden +++ und ++ — 
zurückführen. Wir haben also den Fall zu unterscheiden, daß der kleinste 
Wert der drei Größen 4,9, 4,9, A, positiv oder negativ ist. Es sei nun 


(28) 1,0 > 10 > 14, 
wo 

(29) 1920, 1,9 > 0 
und 2,0) - 0) 

ist... Ist 

(30) 10 >0, 


so bildet man 
weıl 


1, m + 1,9) Se An 


(31) ha <,n4 Wa, 
ist, also ANHAM—- ,9|<1. 

Ist dagegen 

(32) an <0, 

so bildet man N +29 — AP), 

weil 

(33) 1,0) = 1, + e ar 2, %) z 2, 
ist, also 

(33a) Be 


Beide Ungleichungen (31) und (33) bleiben bestehen, wenn einige 
der drei Werte A,@, 4,@, A,% gleich Null werden. 


14) Einer der A-Punkte wird ein Punkt S,_.. 


Die einzige Koordinate, die größer als 1 ist, befindet sich unter den 
drei ersten. Diese kann genau wie vorhin auf 8. 43 durch Subtraktion 
der Koordinaten eines Hilfsgitterpunktes unter 1 herabgedrückt werden, 
ohne daß die andern Koordinaten dabei den Wert 1 erreichen. Auch hier 
gelangt man also zu einem unmöglichen Gitterpunkt, wenn nicht eine der 
drei Größen 4,9, 1,@, A,” gleich O ist. Dann ist aber der zugehörige 
A-Punkt ein Punkt der Art S,_. 


Ey ans 


15) Die 5 ausgezeichneten Koordinaten von S,_, können be- 
liebig herausgegriffen werden. 


Damit haben wir in diesem Paragraphen nachgewiesen, daß wir bei 
der Aufsuchung der Gitterpunkte bei lückenloser Raumausfüllung des R, 
oder AR, mit Quadern, deren Mittelpunkte ein Gitter bilden, stets zu einem 
Gitterpunkt S,_, mit einer Eins und vier Nullen unter seinen Koordinaten 
gelangen. Dabei ist aber die sehr wesentliche Bemerkung zu machen, daß 
bei n=6 fünf Stellen, die eine Eins und vier Nullen enthalten, beliebig 
herausgegriffen werden können, ohne daß aber über den Platz der Eins 
innerhalb dieser fünf Stellen von vornherein etwas ausgesagt werden kann. 


S 10. Der Punkt 8.5; für n = 6. 
1) Bezeichnung. 


Nach dem vorigen Paragraphen gibt es im R, einen Gitterpunkt 
«= S,_,, unter dessen Koordinaten sich eine Eins und vier Nullen befinden. 
Wir wählen die Koordinatenbezeichnung jetzt so, daß die Koordinaten 
von «& 

(1) 1, 0, 0, 0, Ö, Tr % 
werden. 
2) Ziel. 

Wir wollen darauf hinaus, einen Gitterpunkt S,_, zu finden, unter 

dessen Koordinaten sich eine Eins und fünf Nullen befinden. 


35) Existenz eines Punktes Pf. 
| Da wir nach $ 9 fünf Richtungen beliebig herausgreifen konnten, zu 
denen ein Gitterpunkt existierte, der unter diesen 5 Koordinaten eine Eins 
und vier Nullen besaß, so greifen wir jetzt die Richtungen &,....$, 
heraus und wissen, daß es dann einen Gitterpunkt ß geben muß, dessen 
erste Koordinate nicht OÖ zu sein braucht, während unter den übrigen fünf 
sich eine Eins und vier Nullen befinden. 


4) Unterabteilungen. 
Nun sind für ß zwei Fälle möglich (von denen der zweite wieder in 
zwei Unterabteilungen zerfallen wird). Die Koordinaten von ß sind 
2) | entweder DR 0, 0, IB 0, 1 
oder Br; ıE 0, 0, 0, 07 
Die 1 steht entweder an sechster Stelle, wo «, +0 war, oder sie steht 
an irgendeiner andern Stelle, z.B. an der zweiten 


5) ß,—1. 

Ist im ersten Fail 
(3) Bl, 
A 80, wird Per o.ßi, 0, 0, 0, Ö, 1 
” | daneben war «: 1, 0, 0, 0, 0, + |, |. 
Bildet man a,— ß,, so werden sicher alle diese Werte ihrem Betrage 
nach kleiner als 1, bis auf den ersten, der auch größer als 1 werden darf. 
Ist &, — ß, <1, also 8, >0, so haben wir in «, — ß, bereits die Koordi- 
naten eines unmöglichen Gitterpunktes. Ist «, — ß, >1, also ß, <0, so 
können wir die Koordinaten eines Hilfsgitterpunktes abziehen, der an 
erster Stelle eine 1 hat. Dieser drückt die erste Koordinate «, — ß, unter 
1 herab und sorgt dafür, daß die übrigen Koordinaten nicht den abso- 
luten Betrag 1 erreichen. Wir werden also stets auf einen unmöglichen 
Gitterpunkt geführt, wenn nicht 


(5) eo. oder B, = 0 
ist. Dann ist aber 
(6) « oder B=S,_, 
ein Gitterpunkt mit einer Eins und fünf Nullen. 
6) =. 
Im zweiten Fall ist eins der andern 
a) ı ke) 
dagegen 
=. 
Dann sind also die Koordinaten (wenn z.B. %, =1 ist) 
(8) | von: B:729,, 21.00 0 
daneben die von e: 1, 0,00.0,.+/%|. 


Wir nehmen einen Hilfspunkt » mit den Koordinaten 


(9) , Beh ee — |?fel» 
(10) wo %—9%—=1 ist. 

Zunächst nehmen wir an, es gäbe unter diesen Hilfspunkten y irgend- 
einen, dessen y, +0 ist. Dann gibt es auch sicher einen Y-Punkt, dessen 
ya dasselbe Vorzeichen hat wie ß,. Je nachdem fß, negativ oder positiv 
ist, bilden wir jetzt die Koordinaten des Gitterpunktes 
(11) Bar 
und finden, daß dieser Gitterpunkt ein unmöglicher ist. Wenn also nicht 
ß, =, ß also ein Punkt der Art $,_, ist, so löst sich der Widerspruch 
nur so, dab 9, —=0 ist. Das gilt aber nicht nur für irgendeinen belie- 
bigen y-Punkt, sondern für alle möglichen y-Punkte. 


Durch Kombination aller möglichen Vorzeichen von 7,, 7, und 7, 
kann man bis zu 8 y-Gitterpunkten erhalten, für die =1, 9, = 0 ist, 
und deren Werte — |y, | nach (10) alle gleich sind (was aus dem Nachbar- 
satz folgt). Die Koordinaten von y sind also 


(12) a a 7 a7 ee m 7 

Nach $ 8, 4) existiert ein Gitterpunkt x, der unter den drei Koordinaten 
&,, &,, &; eine Eins und zwei Nullen hat. x habe also die Koordinaten 
(13) a gr El 

Wenn es nun einen der y-Punkte gibt, dessen 9, +0 ist, so gibt es zwei 
in der Richtung &, benachbarte y-Punkte. Wir bilden deren Koordinaten- 
differenzen und erhalten die Koordinaten eines Gitterpunktes A 


(14) ER N) 
Bilden wir weiter 
(15) „ A=%, 


so werden die Koordinaten des Gitterpunktes »’ alle kleiner als 1. Sie 
müssen also alle Null werden. Dann müssen aber auch A, und , =0 
sein, 4 also ein Punkt S,_, sein. 

Diese Betrachtung ist nicht durchzuführen, wenn alle y,=0 sind. 
Dann nehmen wir zum Hilfspunkt « einen Punkt, der unter der vierten 
und fünften Koordinate eine 1 und eine O hat. Die Koordinaten von y 
und x sind dann z.B. 


(15) | Im 0, 0, + 4, Er min! 

a, %g, N35 I Os, en 
Wir bilden aus zwei in der Richtung &, benachbarten y-Punkten (falls 
diese existieren, also nicht alle y, = 0 sind) die Koordinatendifferenzen. 
Wir erhalten einen A-Punkt mit den Koordinaten 
(16) DENE ATI 
#,—A,—=x, liefert dann die Koordinaten eines Gitterpunktes x’, die 
alle <1 sein müssen, also alle O sind. Es folgt, daß auch A, = 0, also 
A ein Gitterpunkt der Art S,_, ist. 

Diese Betrachtung versagt, wenn auch noch alle y,=0 sind. Dann 
aber ist entweder auch 9, = (0, oder es gibt nur zwei y-Punkte, deren 
Differenz einen 4-Punkt mit einer Eins und fünf Nullen ergibt. Wir erhalten 
also immer im R, einen Punkt der Art S,_, mit einer Eins und fünf Nullen. 


57 


$ 11. Die schichtenförmige Anordnung als einzige Lösung 
des Problems bis n = 6. 


Unser Problem war: wir wollten nachweisen, daß die lückenlose Aus- 
füllung des R, mit Quadern, deren Mittelpunkte ein Gitter bilden, nur 


bei schichtenförmiger Anordnung der Quadern möglich ist. Wir wissen 
aus den Paragraphen 3 und 5, daß die Existenz von n Gitterpunkten 
S, 89... 0, mit den in $ 5 angegebenen Eigenschaften hinreichend für 
die schichtenförmige Anordnung der Quadern war. Wir zeigen in diesem 
letzten Paragraphen, daß alle unsere gefundenen Gitterpunkte $,_, 
(j=0,...,n — 1) die Eigenschaften der im $ 5 aufgestellten Gitterpunkte 
wirklich haben. Dabei ist aber nur n< 6. Dann folgt, weil wir immer 
auf diese Gitterpunkte geführt werden, daß die schichtenförmige Quader- 
anordnung mit gitterförmig angeordneten Quadermittelpunkten bis zum 
R, die einzig mögliche ist. 
Nach $S 5 waren die Koordinaten der Punkte 


Dun denX 21.20, 0 0, Olund m’den2: 1,720, eh? 0 
Ss BEL EIN 2ORO Binde Or 0 
- 00, 0,0 6,5. Ge 0 
Br 0:.0.02..150 006-9 ar. 0 
SR 0,0, 0,2.04 1 rn 


Wir haben in den $$ 8 bis 10 bewiesen, daß es für n<6 einen 
Gitterpunkt 5, mit den Koordinaten 


(3) 1,0000 


gibt. (Die Koordinaten sind jetzt in der Weise bezeichnet, daß die 1 an 
erster Stelle zu stehen kommt.) 

Nun wissen wir, daß es nach $ 8 oder $ 9 einen Gitterpunkt $, 
gibt, der unter den na — 1 Koordinaten &,, &,....&, eine Eins und n— 2. 
Nullen besitzt. Die erste Koordinate braucht nicht O0 zu sein. (Ob sie 
Ö ist, ist gleichgültig und geht uns nichts an, denn es ist nirgends ge- 
sagt, daß eins der 6 in (2) nicht O werden dürfte.) Es sind daher die 
Koordinaten von $;: | 
(4) RE El 


Die Bezeichnung der n — 1 letzten Koordinaten denken wir uns so 
gewählt, daß die 1 an die zweite Stelle zu stehen kommt. Wir schalten 
die beiden ersten Koordinaten aus der Betrachtung aus und finden einen 
Gitterpunkt S,, der unter den »n — 2 Koordinaten &,, &,....&, eine 1 und 
n— 5 Nullen hat. Die Bezeichnung der drei letzten Koordinaten denken 
wir so gewählt, daß die 1 an der dritten Stelle steht. (Die beiden ersten 
Koordinaten können O sein oder nicht.) Dann lauten die Koordinaten 
von 8;: | 
(5) na rl 050 


-— 49 


Diese Betrachtungsweise läßt sich fortsetzen bis zum Punkte S, (für 
n<6) mit einer 1 an der letzten Stelle, während nichts darüber bekannt 
zu sein braucht, ob die n — 1 übrigen Koordinaten 0 sind oder nicht. 
Dieser Punkt existiert immer nach $ 4. 

Für n>6 werden die in der Arbeit angewandten Beweismethoden 
zu unübersichtlich, als daß es gelingt, weitere Koordinaten bei den not- 
wendigen Subtraktionen von Gitterpunktkoordinaten innerhalb der Grenzen 
£1 zu halten. Bis zun= 6 ist es aber damit gelungen, den Beweis zu 
führen, daß die schichtenförmige Anordnung die einzige Lösung des 
Problems ist. 


Lebenslauf. 


Hans Werner Paul Jansen, evangelischer Konfession, würde 'ich 
am 20. April 1883 zu Hamburg geboren, wo mein Vater Rechtsanwalt ist. 

Bis Michaelis 1896 besuchte ich das Gymnasium der Gelehrtenschule 
des Johanneums zu Hamburg und von da an bis Ostern 1902 das Gym- 
nasium der großen Stadtschule zu Rostock i.M. 

Ostern 1902 verließ ich diese Anstalt mit dem Abiturientenzeugnisse. 
Ich leistete zunächst meiner Militärpflicht beim großherzoglich mecklen- 
burgischen Füsilierregiment Nr. 90 in Rostock vom 1. April 1902 bis 
zum 31. März 1903 Genüge. Gleichzeitig besuchte ich, soweit dies mög- 
lich war, an der dortigen Universität Vorlesungen bei den Herren Staude 
und Matthießen. Von Ostern 1903 bis zum Herbst 1904 studierte ich 
in München Mathematik, Physik und Astronomie. Meine akade- 
mischen Lehrer waren dort die Herren Anding, Brunn, Doehlemann, 
Giesenhagen, Lindemann, Lipps, Maaß, Pringsheim, Röntgen, 
von Seeliger, Voß, von Weber. Im Herbst 1904 setzte ich meine 
Studien in Göttingen fort, wo ich an Vorlesungen, Übungen und Semi- 
naren der Herren Abraham, Ambronn, Baumann, Brendel, Cara- 
theodory, Herglotz, Hilbert, Klein, Minkowski, Prandtl, Riecke, 
Runge, Schwarzschild, Simon, Voigt, Wiechert, Zermelo teil- 
nahm. 

Im November 1906 bestand ich in Göttingen mein Staatsexamen. 
Ich setzte meine Studien in Göttingen im Jahre 1907 fort und unter- 
stützte im 8.-8. 1907 Herrn Dr. Koebe bei der Leitung der zeichneri- 
schen Übungen. 

Seit dem Januar 1908 bin ich an verschiedenen Hamburger Schulen 
als Kandidat tätig gewesen. 

Die Anregung zu meiner Arbeit verdanke ich Herrn Professor Min- 
kowskiı in Göttingen, im besonderen seinem Buche „Diophantische 
Approximationen“. Es sei mir gestattet, ihm für die mehrfache Unter- 
stützung zu danken, die er mir bei der Entstehung der Arbeit in Göt- 
tingen hat angedeihen lassen.) Auch Herrn Professor Heffter in Kiel 
bin ich zu großem Dank verpflichtet für den Rat, den er mir — nach 
meiner Übersiedelung nach Hamburg — bei der endgültigen Redaktion 
der Arbeit erteilt hat. 


1) Erst während des Druckes dieser Dissertation erhielt der Verfasser die er- 
schütternde Nachricht vom Tode Minkowskis. 
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